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1. Einfiihrung

Zusammen mit Uberflutungsereignissen und Erdbeben gehéren tropische Wirbelstiirme zu
den verheerendsten geophysikalischen Phdnomenen: 1970 forderte ein Zyklon in Bangla-
desch 300000 Todesopfer, 2005 verursachte Hurricane Katrina einen finanziellen Schaden,
der sich auf rund US$ 160 Mrd. belduft. Die akkurate und friihzeitige Vorhersage der Zug-
bahn ist demnach von duflerster Wichtigkeit. Sowohl eine falsch vorhergesagte Zugbahn
als auch eine zu spét erfolgte Warnung kann schwerwiegende Folgen haben.

Um frithzeitig eine Vorhersage treffen zu konnen, ist ein geeignetes numerisches Modell
erforderlich. Die numerische Modellierung eines tropischen Wirbelsturmes bringt jedoch
eine grofle Herausforderung mit sich: Die Prozesse, die die Entstehung, Intensivierung und
Bewegung eines Wirbelsturmes verursachen, laufen auf unterschiedlichen Gréflenskalen ab.
Stromungen mit einer Skala von mehreren tausend Kilometern dominieren die Bewegung
eines Sturms. Fiir dessen Entstehung sind dagegen kleinskalige konvektive Ereignisse von
Bedeutung, die hiufig auf Skalen von wenigen Kilometern ablaufen. Fiir die Anderung der
Intensitat und der Struktur sind sowohl klein- als auch grofiskalige Prozesse verantwortlich.
Um dieser Herausforderung gerecht zu werden, ist ein entsprechender multiskaliger Ansatz
erforderlich.

Obwohl in den letzten Jahrzehnten bedeutende Fortschritte in der Vorhersage der Zugbahn
tropischer Wirbelstiirme erzielt wurden, existieren nach wie vor Situationen, in denen dies
extrem schwierig ist. Ein solches Beispiel ist die Interaktion zweier Wirbelstiirme. Bereits in
den 1920er Jahren untersuchte Fujiwhara die Interaktion zweier zyklonaler Wirbel anhand
von Experimenten in einem Wassertank [1]. Seine Experimente zeigten, dass sich gleichartig
rotierende Wirbel bei hinreichend kleinem Anfangsabstand anndhern, wihrend gleichzeitig
eine zyklonale Umkreisung stattfindet. Im Endstadium der Interaktion vereinen sich beide
Wirbel.

Lander und Holland [2] stellten 1993 anhand einer Analyse von Sturmpaaren im westlichen
Nordpazifik unterschiedliche Interaktionsmuster fest, bei denen es nicht immer zu einer
Vereinigung kam. Je nach Intensitédt, Radius und Abstand der beiden Zyklonen wurde
eine andere gegenseitige Beeinflussung beobachtet. Im selben Jahr untersuchten Ritchie
und Holland [3] die Griinde, weshalb sich manche Wirbel vereinen und andere nach einer
Phase der Interaktion wieder auseinander driften. Sie fanden heraus, dass insbesondere der
Abstand zwischen den Zyklonen einen wichtigen Faktor darstellt.
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Die gegenseitige Beeinflussung kann einen entscheidenden Einfluss auf die Wirbelstruktur
der Stiirme haben, in Folge der Strukturdnderung kénnen sehr komplexe Zugbahnen resul-
tieren. Die Interaktion zweier Stiirme lésst sich auch als Bifurkations-Problem auffassen:
Bereits minimale Anderungen der Ausgangslage koénnen eine maximale Auswirkung auf
die Zugbahn haben. Dass das Vorhandensein eines solchen binédren Systems zweier intera-
gierender Stiirme die Vorhersagbarkeit der Zugbahn deutlich erschwert, zeigte 1970 Brand
anhand der Analyse von Taifunen im westlichen Nordpazifik.

Im Mittelpunkt des meteorologischen Interesses an der Interaktion zweier Wirbel steht
die Erforschung der Kriterien, die zu einer gegenseitigen Beeinflussung oder einem Ver-
schmelzen bzw. Auflésen fithren kénnen. In den vergangenen Jahrzehnten wurden hierzu
zahlreiche Studien und numerische Experimente durchgefiihrt, die bereits zu bedeutenden
Fortschritten im Versténdnis der bei der Interaktion ablaufenden Prozesse gefiihrt haben.
Fiir die akkurate und frithzeitige Vorhersage der Zugbahn zweier interagierender Wirbel
sind neben dem Verstédndnis der physikalischen Prozesse aber auch entsprechende nume-
rische Methoden erforderlich, die die Multiskaligkeit des Problems beriicksichtigen. Eine
Moglichkeit multiskalige Probleme zu modellieren ist die Verwendung adaptiver Verfah-
ren, die das Rechengitter lokal anpassen. Das Ziel der Adaption ist die Steigerung der
Effizienz des Rechengitters. Diese ist definiert durch das Verhéltnis zwischen der Qualitét
der Losung und dem dazu erforderlichen Mehraufwand. Die Steigerung der Effizienz lasst
sich durch unterschiedliche Techniken realisieren. In dieser Arbeit wird ausschlieBlich die
Technik der h-Adaptivitdt verwendet, bei der der Fehler durch lokales Erhchen der Git-
terauflosung reduziert werden soll. Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung, inwiefern sich
adaptive Methoden zur akkuraten und frithzeitigen Vorhersage der Zugbahn tropischer
Wirbelstiirme eignen. Aufgrund der aus der Bifurkation resultierenden Sensibilitdt auf
kleinste Fehler bei der numerischen Simulation eignet sich das Beispiel der interagierenden
Wirbel hervorragend als Benchmark-Problem fiir adaptive Methoden.

Emanuel et. al [5] zeigten 2004 eine Abhéngigkeit der Vorhersagbarkeit tropischer Zyklonen
von der vertikalen Scherung der Umgebungsstromung. Vertikale Scherungen verursachen
Anderungen der Sturmstruktur, in deren Folge es zu asymmetrischer Konvektion kommt.
In Folge des lokalen Anpassens der Gitterauflosung wird in Simulationen auf adaptierten
Gittern ebenfalls eine kiinstliche Asymmetrie erzeugt. Ein in dieser Arbeit betrachteter
Aspekt ist deshalb die Frage, ob die durch die Adaption erzeugte kiinstlich Asymmetrie
ebenfalls Auswirkungen auf die Intensitdt und die Zugbahn hat. Hierzu werden ideali-
sierte Wirbelsturmszenarien mit zwei unterschiedlichen Software-Paketen auf adaptierten
Gittern simuliert: HiFlow (EMCL, Karlsruher Institut fiir Technologie) und StormFlash
(Klimacampus, Hamburg). In Kapitel |2/ werden zunéchst die Modellgleichungen hergelei-
tet, auf deren Basis die Simulation der Fluid-Dynamik in HiFlow und in StormFlash er-
folgt. In Kapitel und 5] werden die den beiden Software-Paketen zu Grunde liegenden
Diskretisierungs-Ansétze erldutert. Da sich HiFlow und StormFlash in vielerlei Hinsicht
voneinander unterscheiden, werden beide Pakete in Kapitel [6] gegeniiber gestellt. Kapitel
prasentiert abschlieSend die Ergebnisse numerischer Tests mit HiFlow und StormFlash:
Ein Wirbel zieht entlang der Grenze zweier unterschiedlich fein aufgeloster Gebiete oder
trifft unter verschiedenen Einfallswinkeln auf der Grenze auf, die im Folgenden Gittergra-
dient genannt wird. Untersucht wird, ob der Wirbelsturm seine Intensitét dndert oder von
seiner Zugbahn abgelenkt wird. Die beiden Software-Pakete werden verglichen im Hinblick
auf die Ergebnisse der numerischen Simulationen sowie den notwendigen Rechenaufwand.

Nachdem am Minimalbeispiel gezeigt ist, dass die Intensitdt und die Zugbahn eines Wirbels
grundsétzlich nicht sehr stark von einem Gittergradienten beeinflusst werden, fokusiert der



zweite Teil die praktische Anwendung lokaler Gitteradaption. Dies betrifft insbesondere
die Fragen, wie das Gitter angepasst werden soll, welche Kosten damit verbunden sind und
welcher Vorteil dadurch entsteht. Zur Steuerung der Gitter-Adaption dienen Indikatoren,
die sich aus physikalischen oder mathematischen Eigenschaften des betrachteten Problems
ableiten lassen. Durch den natiirlichen Zusammenhang zwischen der Gitterweite und dem
resultierenden Fehler ist der Indikator im Fall mathematischer Kriterien bereits durch den
lokalen, a posteriori (im Nachhinein) berechenbaren Fehlerbeitrag definiert. Physikalische
Eigenschaften, wie z.B. die Vorticity, &ndern sich in der Regel nicht mit der Gitterweite. Fiir
diese Kriterien muss deshalb ein Indikator abgeleitet werden, der wie bei mathematischen
Ansétzen mit der Gitterweite skaliert. Der Weg vom Indikator zum optimalen Gitter fiihrt
iiber die Adaptions-Strategie. Diese passt das Gitter sukzessive durch Verfeinerungs- oder
Vergroberungsschritte an, die auf Anordnung der entsprechenden Indikatorwerte durch-
gefithrt werden. Kapitel (8 stellt zunéichst die unterschiedlichen Ansétze fiir die Definition
eines Indikators vor: Physikalische Kriterien, a posteriori und zielorientierte Fehlerschét-
zer. Am Beispiel der mathematisch motivierten Adaptivitat wird eine Adaptions-Strategie
vorgestellt, die auch fiir physikalische Kriterien angewandt werden kann. Es folgt ein Ver-
gleich der verschiedenen Ansétze im Hinblick auf die Komplexitéit, die Implementierung
und die Genauigkeit der Losung, sowie den notwendigen Rechen- und Speicheraufwand. In
Kapitel [9| werden abschlieBend die Ergebnisse numerischer Simulationen in HiFlow unter
Verwendung verschiedener Adaptions-Kriterien priasentiert. Als Benchmark-Problem dient
die Interaktion zweier tropischer Wirbelstiirme, die durch idealisierte Wirbel dargestellt
werden.

Fiir das betrachtete Szenario lassen sich mit allen Indikatoren effiziente Gitter erzeugen,
die zu einer moglichst akkuraten Losung fithren. Deutliche Unterschiede zwischen den
Indikatoren existieren im Bezug auf den zur Adaptivitit notwendigen Rechenaufwand und
den Speicherbedarf. Ferner wird auch sichtbar, dass verschiedene Anwendungen eigene,
problemspezifische Adaptions-Methodiken erfordern kénnen.






2. Modellgleichungen

Die Simulation der Fluid-Dynamik in HiFlow basiert auf den inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen, die im Folgenden hergeleitet werden. Ausgangspunkt hierfiir ist die
Cauchy-Gleichung, welche eine Formulierung des zweiten Newton’schen Axioms fiir konti-
nuierliche Medien darstellt.

Die physikalische Basis fiir die Simulation der Fluid-Dynamik in StormFlash bilden die
Flachwassergleichungen. Vernachléssigt man die Reibung und integriert man iiber die Tie-
fe, so folgen diese direkt aus den inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen.

2.1 Cauchy-Gleichung

Nach dem zweiten Newton’schen Axiom ist die Anderung des Impulses proportional zur
Summe der einwirkenden Kriifte.

. dp
ZF = (2.1)

mit p=m -7

Betrachtet wird ein differentielles Volumenelement eines Fluids, das als Kontinuum behan-
delt wird. Die auf dieses Fluid einwirkenden Krafte unterteilen sich in Massenkrifte F}I
(Gravitation, bei Rotation zusitzliche Scheinkrifte) und Oberflichenkréfte F_b (Druck,
Reibung).

Unter der Annahme, dass die Masse eine Erhaltungsgrofie ist,

dm  d(p-V)

2T =0
dt dt

gilt die Kontinuitétsgleichung.

8 7Y —
a%—v-(pv)—o
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Fiir inkompressible Medien mit p = const. folgt daraus unmittelbar die Divergenzfreiheit
des Geschwindigkeitsfeldes

V.5=0 (2.2)

Die Impulséinderung (2.1) entspricht demnach einer Anderung der Geschwindigkeit, also
der Beschleunigung.

= dv

i
—,.v. Y
PV

Massenkrifte

Auf ein Fluid in einem Inertialsystem wirkt nur die Gravitationskraft der Erde. Die Kraft,
die ein Volumenelement der Masse m in Folge der Erdanziehung erfihrt, ist

G = —mgk.

g ist dabei die Schwerebeschleunigung der Erde, die einen mittleren Wert von 9, 80665 m /s?
hat.

Oberflachenkrifte

Bei den Oberflichenkriften werden weiter Normal- von Scherspannungen unterschieden.
Die Druckgradientkraft ist proportional der differentiellen Anderung des Drucks in alle drei
Raumrichtungen und wirkt ausschlielich senkrecht zur Oberfliche, also in Richtung der
Normalen:

D= —@Vp
p

Die Reibungskraft bewirkt eine Scherung des Volumenelements und hat sowohl Beitrige in
Normalen- als auch in Tangentialenrichtung. Der Tensor, der die Komponenten der Rei-
bungskraft pro Fldche beschreibt, ist der Reibungsspannungstensor 7. Die Reibungskraft
ist damit definiert durch

R=-"v.r
p

Ein Zusammenhang zwischen dem Reibungsspannungstensor und den Geschwindigkeits-

komponenten lisst sich durch die Postulate von Stokes finden: Die Spannung sei propor-
tional der Deformation des Geschwindigkeitsfeldes.
ov; Oy

o R 2.3

1 beschreibt die Viskositéit, also die Zahigkeit, eines Fluids.
Die Reibungskraft ist damit

R= —?(Am V(V - 9)).
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Aufgrund der Divergenzfreiheit verschwindet der letzte Term bei inkompressiblen Fluiden.

Die Kriftebilanz fiir ein differentielles Volumenelement eines Fluids, die Cauchy-Gleichung,
lautet dann in massenspezifischer Form mit f; = F;/m

v =~ e
i Zfi = fu + fo
=g+d+7
| .
= —gk — ;Vp—u(Av) (2.4)

und p = n/p, der kinematischen Viskositiit.

2.2 Navier-Stokes-Gleichungen

Aus der oben abgeleiteten Bilanzgleichung (2.4) und der Kontinuitétsgleichung (2.2) folgen
unmittelbar die Navier-Stokes-Gleichungen, die das Geschwindigkeitsfeld #(Z,t) € V' und
Druckfeld p(Z,t) € S eines inkompressiblen, newton’schen Fluids beschreiben:

1 -
ol —vAU+ (4-V)i+ -Vp+gk =0 in Q x (0,7) (2.5a)
p
V-iu=0 in Q x (0,7) (2.5b)
Alle Berechnungen werden auf einer zweidimensionalen, rein horizontal orientierten Ebene

durchgefiihrt. Damit darf keine vertikale Beschleunigung % existieren, die z-Komponente
der Navier-Stokes-Gleichung ist dann

10p B

Das System befindet sich also im hydrostatischen Gleichgewicht mit dp = —pg0z.

2.3 Flachwassergleichungen

Aus den inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen lassen sich nach Vernachliassigung
der Reibung und nach Integration iiber die Tiefe die Flachwassergleichungen herleiten.
Dabei handelt es sich um ein System hyperbolischer, partieller Differentialgleichungen zur
Beschreibung der Bewegung eines Fluids fiir lange, flache Wellen, bei denen die vertikale
Beschleunigung verhéltnisméaBig klein ist.

Herleitung

Ausgangspunkt sind die reibungsfreien, inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen, die
sogenannten Fuler-Gleichungen, in der horizontalen Ebene:

Oyti + (T V)T + ~Vp =0 in Q x (0,7) (2.7a)
=0 in Q x (0,7) (2.7b)

mit @ = (u,v)” und V = (0,,9,)7.
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z
A
freie Oberfldche z=s(x,y,t)=h(x,y,t)+b(x,y)

h(x,y,t)

Untergrund

X
Abbildung 2.1: Referenzkoordinaten Flachwassergleichung

Die Hohe der freien Oberfliche s(z,y,t) ldsst sich zu jedem Zeitpunkt ausdriicken durch
die Hohe des festen Untergrundes b(z,y) und die Hohe des Fluids h(zx,y,t):

s(z,y,t) = b(z,y) + h(z,y,t)

Der Druck an der freien Oberfliche bei z = s(z,y,t) = b(z,y) + h(z,y,t) sei gleich dem
atmosphérischen Druck und {iberall gleich grof3

p(m, Y,z t) ’z:s(z,y,t) = Patm

und es gilt die no-slip-condition (u = v = 0). Damit kann kein Fluss in Normalenrichtung
Ors + u0ys + v0ys — w(s) = 0 existieren.

Am Boden bei z = b(z,y) gilt ebenfalls die no-slip-condition (u = v = 0), auch hier kann
kein Fluss in Normalenrichtung existieren u0,b + voyb — w(b) = 0.

Im Fluid sollen hydrostatische Verhiltnisse gelten, d.h.

Op = —pgdz
p(x,y,2,t) = —/ pg dz
= pg(s(x,y,t) = 2) + Patm- (2.8)

Leitet man Gleichung (2.8) in x-Richtung und in y-Richtung ab

Oxp = pg0ss
Oyp = pg0ys

und setzt diese Beziehungen in die komponentenweisen Euler-Gleichungen (2.7a)) ein, erhélt
man folgende Beziehungen:

Oru + u0u + voyu = —g0ys (2.9a)
OV 4+ u0,v + v0yv = —g0ys. (2.9b)
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Die zweite Gleichung der Euler-Gleichungen (2.7b), die Divergenz des Geschwindigkeits-
feldes, wird ebenfalls iiber die Hohe des Fluids integriert:

/8u+8v—|—8wdz-0

/audz+/ B,v dz + w(s) — w(b) =0 (2.10)

Mit den oben definierten Randbedingungen am Boden und an der freien Oberfléiche lassen
sich deren vertikale Geschwindigkeiten an den Hohen s und b bestimmen:

u0zb 4+ v9yb — w(b) =0 am Boden
w(B) = (udb + v0,b)] .y
O¢s + u0ys +v0ys —w(s) =0 an der freien Oberfliche

w(s) = (0ps + u0ys + v0ys)|1=s

Eingesetzt in Gleichung (2.10)), ergibt das
(0¢s + 10z + v0yS)|s=s — (u0zb + vOby)| .=
/8umy, dz+/8vxy, =0. (2.11)
Da s(z,y,t) = b(z,y) + h(x,y,t), sind die ersten zwei Summanden der Gleichung (2.11)
gleich 0¢h + udyh + voyh.

Oth 4+ u0yh + vOoyh + / Ogu(z,y,t) dz + / Oyv(z,y,t) dz =0
b b

Da h = [ dz ist und u # u(z), bzw.v # v(z), konnen die Terme mit den réumlichen
partiellen Ableitungen von h mit in die Integrale iiber z gezogen werden. Die partiellen
Ableitungen lassen sich dann iiber die Leibniz’sche Regel vor das Integral stellen.

Och + 8x/ u(z,y,t) dz —i—(?y/ v(z,y,t) dz=0
b b
O¢h + 0y (hu) 4+ 0y(hv) =0 (2.12)

Gleichung (2.12)) wird mit u bzw. mit v multipliziert und zur jeweiligen mit » multipli-
zierten Bewegungsgleichung (2.9a) und (2.9b) addiert. Die Gleichung in x-Richtung ist
dann,

O (hu) + 0z (hu?) + 0y (huv) = —ghdys
1
= —ghdyb — 5agc(gh?)
mit der Gleichung in y-Richtung wird analog verfahren.

Das Resultat sind die Flachwassergleichungen:

Oth + 0y (hu) 4+ 0y(hv) =0 (2.13a)
Oy(h) + 0, (hu® + %gh2) 1+ 8, (huv) = —ghdyb (2.13h)
O (hv) + 0, (huv) + 9, (hv* + %ghQ) = —ghdyb (2.13c)

Die Flachwassergleichungen folgen also direkt aus den inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen unter Vernachlissigung der Reibung und Integration iiber die Tiefe.






3. Finite-Elemente-Methode (FEM)

Mit Hilfe der Finite Elemente Methode lassen sich numerische Methoden zur Losung von
Randwertproblemen gew6hnlicher und partieller Differentialgleichungen ableiten. Ungleich
Finiten Differenzen und Volumen Verfahren 16sen Finite Elemente Verfahren nicht die
urspriingliche Gleichung, sondern eine Variationsformulierung der Gleichung.

Die Theorie der Finiten Elemente Methode wird zunéichst anhand eines einfachen Beispiels
hergeleitet. Anschlieend wird die Theorie angewandt auf die inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen.

3.1 FEM fiir elliptische Differentialgleichungen

Gegeben sei eine elliptische Differentialgleichung 2. Ordnung. Als Beispiel dient das Poisson-
Problem mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen:

—Au(z,y) = f in Q (3.1a)
u(z,y) =0 auf 0 (3.1b)

Jede Funktion u € V, die diese Gleichung 16st, muss in V = C%(Q) N C(f) liegen. Erfiillt
eine Losung diese Bedingung, so spricht man von einer klassischen Ldsung. Problema-
tisch wird die Suche nach klassischen Losungen, sobald die Berandung des Gebiets nicht
hinreichend glatt ist.

3.1.1 Variationsformulierung

Aus dem urspriinglichen Poisson-Problem Au(z,y) = f in Q mit « € V kann man nun
eine Variationsformulierung ableiten, dessen Losung schwéchere Bedingungen zu erfiillen
hat, als die klassische Losung.

Die Poisson-Gleichung (3.1a) wird dazu multipliziert mit einer zunéichst beliebigen Test-
funktion v € V' und integriert iiber (2.

/vAu(:/U,y) df:/fv dzr
Q Q
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Unter Ausnutzen der folgenden Beziehungen

Au =V - -Vu
V- (vVu) =vAu+ Vv - Vu

/ V. fdi= f -7 ds (GauBscher Integralsatz)
Q o0

wird daraus

—/QvAu(x,y)dQ:/Q(V'U-VU—V-(UVu)) iz

:/Q(w.vu) df—/ v(Vu - i) ds (3.2)

o0

Im urspriinglichen Problem war gefordert, dass die Losung u und Aw stetig sind, u muss
dann in C%(Q) N C(Q) liegen. Damit das Volumenintegral in der Variationsformulierung
wohldefiniert ist, miissen Vu, Vv und v quadratintegrabel nach Lebesgue sein, d.h.
sie miissen in L?(Q2) liegen. Ein Raum der diese Bedingungen erfiillt, ist der Sobolevraum
H'(Q). Dessen Unterraum Hg(Q) erfiillt zusitzlich die Nullrandbedingungen von u und
bewirkt, dass das Randintegral in Gleichung verschwindet. Die starken Stetigkeits-
bedingungen des Ausgangsproblems u € C? N C° wurden also ersetzt durch wesentlich
schwiichere Integrabilitéitsbedingungen u,v € H} ().

Das zu losende Variationsproblem ist damit:
Finde u € H(Q), so dass

(Vu - Vo) = (f,v) Vo € HY () (3.3)
fiir alle Testfunktionen v aus H} () erfiillt ist.
Dass das Variationsproblem eine eindeutige Losung besitzt, kann mit dem Theorem von
Lax-Milgram bewiesen werden. Eine ausfiihrliche Behandlung findet sich in Braess [6].
Sobolevraume

Sobolevriume basieren auf dem Funktionenraum L?(2), dem Raum aller Funktionen, de-
ren Quadrat Lebesgue-integrierbar ist. Mit dem Skalarprodukt

(u,v)o = (u,v) 2 = / u(x)v(x)dz
Q
und der zugehorigen Norm
[ullo = v/ (u; v)o
wird er zu einem Hilbertraum.
Eine Funktion u € L?(f2) hat eine schwache Ableitung v = 9%u vom Grad o mit v € L?(),
wenn

(6, 0)0 = (=1)I*(8¢, u)q Vo € C(Q)
C§° ist der Raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit Nullrandbedingungen.

Der Sobolevraum H™m > 0 ist der Hilbertraum, in dem alle Funktionen u in L?(f
schwache Ableitungen 0%u fiir alle |a| < m besitzen.

Der verwendete Sobolevraum H& ist also der Raum der nach Lebesgue quadratintegrablen
Funktionen mit Nullrandbedingungen, die schwache Ableitungen Ou in €2 besitzen.
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3.1.2 Galerkin-Methode

Mit der Variationsformulierung selbst ldsst sich die Differentialgleichung noch immer nicht
l6sen. Benotigt wird noch ein Ansatz, der die kontinuierliche Problemstellung aus dem
unendlich-dimensionalen Raum H& in einen endlich-dimensionalen Unterraum V}, trans-
formiert. Das Problem wird diskretisiert. Die Basis dieser Idee bildet die Galerkin-Methode.

Gesucht ist nun also eine Lésung uy, aus einem endlich-dimensionalen Unterraum V;, C H{,
so dass

/(Vuh . Vvh) dx = / Uhf dx Yup, € Vh(Q> (3.4)
Q Q

Der diskrete Unterraum V}, sei N—dimensional. Dann existiert eine Basis {¢;},i = 1,...N
linear unabhéngiger Funktionen in V},. Die diskrete Losung uy, muss sich dann {iber diese
Basis darstellen lassen.

N
Uup = ZZL]‘QOJ‘ (35)
j=1

Setzt man diese Darstellung in das diskrete Variationsproblem (3.4) ein, erhélt man

N
/WmfZﬂN%wwz/%ﬁﬁ Yo, € Vi,
Q j=1 [¢)
N
Zuj/(Vvh.Vgoj) df:/vhf dx Yo, € V3,
j=1 79 Q

Bis jetzt war vy, eine beliebige Funktion aus Vj, C H(2). Identifiziert man vy, mit der
Basis {¢;} von Vj,,

N
Z%‘/(V%‘V%‘) dfzfsoif iz
o e Q

(2%} b;
N
= Zujaij =¥
7j=1

so erhilt man ein lineares Gleichungssystem, dessen Losungsvektor 4 die Komponenten u;
des Galerkin-Ansatzes (3.5)) enthélt.

Ai=b (3.6)
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3.1.3 Finite Elemente

Als Losungsraum fiir das diskrete Variationsproblem dienen sogenannte Finite-Elemente-
Réume. Dazu wird das Gebiet Q in N Zellen zerlegt, auf denen man polynomiale Ansatz-
funktionen definiert. Fiir zweidimensionale Probleme kommen als Zellen Dreiecke oder
Vierecke in Frage, fiir dreidimensionale Probleme kénnen Tetraeder, Quader etc. ver-
wendet werden. Die Zerlegung eines Gebiets €2 in N Zellen nennt man Triangulierung
T={T,T,,..Tn}.

Die formale Definition eines Finiten Elements ist nach Ciarlet [7]:
Ein Finites Element ist ein Tripel (K, P, ¥) mit
e K = polyederische Zelle (z.B. Dreieck), K C R?
e P(K) = Raum der Ansatzfunktionen auf K mit endlicher Dimension.
e ¥ = {0y,....00}, Menge von linear unabhingigen Funktionalen auf P(K) =
Anzahl der Freiheitsgrade
Lagrange-Elemente

Die Basis eines Lagrange-Elements bilden diejenigen Funktionen, die an genau einem Punkt
aller Knotenpunkte des Elements einen von Null verschiedenen Wert annimmt, d.h. P(K)
wird so gewdhlt, dass o;(p;) = d;; ist. Man nennt diese Funktionen ¢ auch lokale Form-
funktionen. Sie bilden die nodale Basis des Elements.

A A A i€

P, P2

> > >

Abbildung 3.1: Basisfunktionen ¢, @2 und 3 fiir das lineare Lagrange-Element. Jedes ;
mit ¢ = 1,2,3 hat an genau einem der drei Knotenpunkte des Elements
einen von Null verschiedenen Wert.

Bei einem dreieckigen, linearen Lagrange-Element werden lineare Funktionen als Form-
funktionen verwendet, d.h. P(K) = P;. Die Anzahl der Freiheitsgrade je Elemente ist
damit X(K) = 3. Fiir quadratische Ansatzfunktionen PPy hat jedes Element ¥ = 6 Frei-
heitsgrade, kubische Dreieckselemente haben ¥(K) = 10 Freiheitsgrade.

Fiir jede der N Zellen der Zerlegung von €2 wird ein Element (K, P,Y) definiert. Die
globalen Basisfunktionen ¢; setzen sich dann zusammen aus den lokalen Formfunktionen
der einzelnen Elemente und denen ihrer Nachbarn.

Anforderungen an die Triangulierung

1. e Die Vereinigung aller Elemente ist gleich dem Abschluss des Gebietes:
Q=uMT,.
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Abbildung 3.2: Lagrange-Elemente: nodale Basen des linearen, quadratischen und kubi-
schen Dreieckselements (Py, Py und P3).

e Der Schnitt zweier Elemente T; N T; mit ¢ # j ist entweder leer, besteht aus
einem gemeinsamen Eckpunkt von 7T; und 7T oder aus einer gemeinsamen Kante.

2. Eine Triangulierung heifit quasiuniform, wenn es einen Regularitdtsparameter x > 0
gibt, so dass jedes T; € T einen Kreis vom Radius r7 mit rp > ’%T besitzt. hp ist
dabei der halbe Durchmesser eines Elements 1.

0,

3. Eine Triangulierung heifit uniform, wenn es einen Regularititsparameter s
so dass jedes T; € T einen Kreis vom Radius rp mit rp > % besitzt, wobei
mawTieThT.

>
h

3.1.4 Adaptierte Gitter und Fehler der Finiten Elemente Losung

Bislang wurde immer von einer uniformen Triangulierung ausgegangen, bei der alle Ele-
mente gleich fein sind. Adaptive Methoden erfordern den Einsatz unterschiedlich feiner
Elemente. Vorab gilt es also zu klédren, wie sich ein adaptiertes Gitter realisieren ldsst. Im
Vorgriff auf Kapitel |8 werden hier typische Konzepte der Adaptions-Techniken vorgestellt.
Alle resultieren aus der Abh#ngigkeit des Fehlers der Finiten Elemente Losung von der
Gitterweite der verwendeten Triangulierung und vom Polynomgrad der Basisfunktionen.
Die Information wie fein eine Element ist, kann sich also sowohl auf die Gitterweite als
auch auf den Polynomgrad der Basisfunktionen beziehen.

Neben der im Weiteren vorgestellten Adaption iiber die Gitterweite (h-Adaptivitdt) und
der Adaption iiber den Polynomgrad (p-Adaptivitéit) existieren weitere Techniken (z.B.
Gitterdeformation) und Mischformen, die hier nicht néher vorgestellt werden sollen.

h-Adaptivitit

Eine vielfach verwendete Methode der Gitter-Adaption basiert auf einer lokalen Verringe-
rung des Gitterweite. Der a-priori-Fehler € der approximierten Losung uy zur unbekannten
exakten Losung u kann nach Braess [6] S. 85ff.] definiert werden durch Abschétzungen der
Form

€= |lu—up|| <ch”, (3.7)

wobei h die Gitterweite, v die Fehlerordnung und c eine Stabilitdtskonstante ist.

Geht h — 0, so verschwindet der mit Gleichung (3.7) berechnete Fehler, die Lésung wird
also immer genauer approximiert. Eine Verfeinerung im Sinne der h-Adaptivitit bedeutet
also eine lokale Verringerung der Zellweite h.
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p-Adaptivitit

Diese Methode basiert auf der Abhéngigkeit des Fehlers vom Polynomgrad der Basisfunk-
tionen. Eine a-priori Fehlerabschéitzung fiir die Approximation durch Polynome gewinnt
man durch den Fehlerschétzer nach Babuska et al. [8]:

€= [Ju—up|li < k=", (3.8)

wobei u, eine Approximation von u durch Polynome des Polynomgrades k ist und 0 <
[ < m. Der Approximationsfehler wird also minimiert durch ein Ansteigen des Polynom-
grades. Die Verfeinerung im Sinne der p-Adaptivitdt bedeutet damit eine Erhohung des
Polynomgrades auf einzelnen Zellen, so dass der Fehlerbeitrag dieser Zelle geringer wird.



4. HiFlow

HiFlow ist ein vielseitiges Finite Elemente Software-Paket zur effizienten und akkuraten
Losung partieller Differentialgleichungen, das vom FEngineering Mathematics and Compu-
ting Lab (EMCL) des Karlsruher Instituts fiir Technologie entwickelt wurde [9]. Es setzt
sich zusammen aus einem Modul zur Gittergenerierung, einem Modul der Finiten Elemente
Methode und der Behandlung der Freiheitsgrade und einem linearen Algebra Modul.

In dieser Diplomarbeit wird HiFlow eingesetzt zur Losung einer diskreten Variationsfor-
mulierung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen. Als Diskretisierungs-Verfahren
dient ein stetiges Galerkin-Verfahren. Die verwendeten Finiten Elemente sind stabile Taylor-
Hood-Elemente, gerechnet wird auf Viereck-Elementen.

Bei den mit HiFlow durchgefiihrten Simulationen des ersten Modellszenarios |7| wird ein
implizites ¢cGP(1)-Verfahren der Ordnung 2 als Zeitschrittverfahren verwendet. Alle Si-
mulationen des zweiten Modellszenarios werden mit HiFlow in der komplett iiberarbeite-
ten Version HiFlow? durchgefiihrt. Als Zeitschrittverfahren dient hier ein Crank-Nicolson-
Verfahren. Gegeniiber der bisher verwendeten Version ergeben sich ansonsten keine weite-
ren Anderungen.

4.1 Variationsformulierung der Navier-Stokes-Gleichungen
Aus dem System nichtlinearer, partieller Differentialgleichungen (2.5a)) kann ebenfalls eine
Variationformulierung abgeleitet werden.

Dazu wird die Navier-Stokes-Gleichung (2.5a)) wieder mit einer Testfunktion @ € V' multi-
pliziert und iiber 2 integriert

/aﬂz-@d:z—u/ (AG) - 3 dif
Q Q

1
+/[(ﬂ'-V)ﬁ]-¢df+/(Vp)-cﬁdf:()
Q PJa

Unter Ausnutzen der Greenschen Identitédt und einer partiellen Integration ergibt sich
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daraus
/&Mj-gﬁdf—lru/ (Vo) (Ve @)l dz
Q Q
_y/ [(V@ﬁ)Tﬁ]-gEds+/[(ﬁ-V)ﬁ]-gﬁdf
o0 Q

1 - = 2\ A7 —
_|_p/agp(@.n) ds—/Qp(V'SO) dZ =0 (4.1)

Um die Randintegrale in Gleichung (4.1) verschwinden zu lassen, wihlt man den Raum
V so, dass auf dem gesamten Gebiet homogene Dirichlet-Randbedingungen angenommen
werden mit @ = ¢ = 0 auf Q. Damit wird Gleichung (4.1) vereinfacht zu

/(‘)tﬁ-cﬁderV/(V@ﬁ)T:(V@gﬁ)T dz
Q Q

(04d,p) a(,p)

Die zweite Gleichung des Navier-Stokes-Problems (2.5b) wird mit einer Testfunktion ¢ € S
multipliziert und ebenfalls iiber ) integriert

/ YVidz =0
Q

oder #dquivalent: b(y, @) =0

Damit ist das den Navier-Stokes-Gleichungen zugehorige Variationsproblem

(Oxtt, §) + a(d, §) + c(d, @, §) + b(p,§) =0 VoevV (4.3)
b(, @) = 0 Vi €S (4.3b)

Der Losungsraum V fiir die Testfunktion @ € V ist der Sobolevraum V := {7 € H}(Q2) x
H}(Q)} . Der Raum S ist S := {p € L*(Q)| |, pdZ = 0}. Wiirde man den Druck nicht auf
eine beliebige Konstante (hier: 0) normieren, hitte das Variationsproblem keine eindeutige
Losung fiir den Druck.

Die Eindeutigkeit und Existenz der Losung wird unter anderem eingeschrinkt durch
die inf-sup-Bedingung (oder auch Ladyzenskaya—Babuska—Brezzi-Bedingung, kurz LBB-
Bedingung).

inf sup _bv,9) >B>0 (4.4)

ves gev2 || - 1Y

Diese Bedingung muss sowohl vom kontinuierlichen, als auch vom diskreten Problem erfiillt
werden. Bei der Wahl der Finite-Elemente-Réume ist dies zu beachten.
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4.2 Diskretisierung des kontinuierlichen Problems

Aus den zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen wurde unter Ausnutzen der Rand-
bedingungen und der Divergenzfreiheit ein Variationsproblem geschaffen, dessen Losung @
in Hj () x Hy(Q) und p in L*()| [, pdZ = 0 liegen muss. Bei der Variationsformulierung
handelt es sich nach wie vor um ein kontinuierliches Problem, das nun in ein endlich di-
mensionales Problem in V}, umgewandelt werden muss. Fiir den instationdren Fall ist dazu
sowohl eine Diskretisierung des Gebiets als auch eine Diskretisierung der Zeit notwendig.

4.2.1 Diskretisierung des Gebiets

Auch hier wendet man zuniichst die Galerkin-Methode an, die Lsungen lassen sich also
durch die Basen der jeweiligen Ansatzriume ausdriicken.

N

i (T t) = Y a(1)g5(T)
=1
jN

pr(E,t) =Y pi(t)1;(E)
j=1

Bei der Wahl der Finite-Elemente-Raume fiir die Geschwindigkeit und den Druck ist die be-
reits erwdhnte inf-sup-Bedingung einzuhalten. In allen Simulationen mit HiFlow wur-
de das Taylor-Hood-Element Q2 — Q1 verwendet, welches die geforderte inf-sup-Stabilitit
gewahrleistet.

< . o
® ® ®
< . %

Abbildung 4.1: Taylor-Hood-Element Q)3 — Q1. Die Geschwindigkeit i wird an den schwar-
zen Punkten, der Druck p an den weiflen Kreuzen berechnet.

Das Q2 — Q1-Element ist ein Viereck-Element mit biquadratischen Funktionen fiir die Ge-
schwindigkeit und bilinearen Funktionen fiir den Druck. Die Verwendung dieser Funktionen
garantiert eine kontinuierliche Approximation fiir Geschwindigkeit und Druck.

4.2.2 Diskretisierung der Zeit
Continuous Galerkin-Petrov-Verfahren

Zur Diskretisierung der Zeit wird das konforme continuos Galerkin-Petrov-Verfahren ver-
wendet, welches in der Literatur hdufig auch unter dem Begriff discontinuous Galerkin-
Petrov-Verfahren aufzufinden ist. Anders als bei der Gebietsdiskretisierung verwendeten
Galerkin-Methode miissen Ansatz- und Testfunktionen nicht dem selben Funktionenraum
entstammen. Als Ansatzfunktionen fiir die Geschwindigkeit werden stiickweise lineare,
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global stetige Funktionen verwendet, die Ansatzfunktionen fiir den Druck sind stiickweise
konstante, demnach also nicht stetige Funktionen. Fiir die Testfunktionen werden sowohl
in der Geschwindigkeit, als auch im Druck stiickweise konstante, nicht stetige Funktionen
verwendet. Die Wahl dieser diskreten Réume fithrt zu einer stabile Methode [10].

Um aus der Variationsformulierung eine Zeitdiskretisierung abzuleiten, wird Gleichung
(4.32) integriert iiber das diskrete Zeitintervall I,, = [t,—1,t,] mit n € {1,..., N} und
O=to<ti <...<t,=T.

tn tn
| @i [ a@e)a

tn—1 tn—1

tn tn
+/ (ﬁﬁgﬁ)dtJr/ b(p, @) dt =0 VeV

th—1 tn—1

Als Integrationsformel wird die Simpson’sche Formel verwendet, die die numerische Néhe-
rung eines Integrals einer Funktion f(z) im Intervall [a, b] berechnet.

b b—a b—a
| @) do= "0 @)+ 4 5O + 10 (4.5)

Unter Ausnutzen des Satzes von Fubini iiber mehrdimensionale Integration, der Bezichung
tho1/2 = %(tn_l + t,) und der Abkiirzung wu(t;) = wu; sind die Beitrdge der einzelnen
Summanden in (4.3a)):

tn
/ (04, ) dt =(its, ) — (@1, P)

tn—1

tn At
/ a(@, &) dt =2 [a(i@s, @) + 410 ) + aliis—1, §)]
tn 1

6
At oL R o
== la(@, @) + a(ti-1, §)]
tn . At
b(p, §) dt ===1b(pi; ) + 4b(pi-1/2, &) + b(pi-1, 9]
tn—1
At "
== [b(pi, &) + b(pi-1, 9)]
tn I At .
C(uaua@) dt = F{C(Uuuza )+4C( Us— 1/27 i—1/2: P )+C(uz 1, Ui— 1,90)]
tn—1
At . o Lo . . . .
- 6 [26(/”’27 Uq, QO) + C(ui—lu Uq, SO) + C(uiu Ui—1, SD) + QC(ui—laui—h SO)]

(4.6)

Die kontinuierlichen Losungen (¢) und p(t) werden zu jedem der N Zeitpunkte mit Hilfe
der Galerkin-Methode approximiert durch Polynome vom Grad k bzw. [.

k
i(t) = Ul¢n, vt e,
7=0

l

p(t) =~ p-(t) == J(Z),w vVt e I,
7=0



4.2. Diskretisierung des kontinuierlichen Problems 21

7 ist der Zeitdiskretisierungsparameter und legt die maximale ZeitschrittgroBe fest, ¢y, 1, €
Py(I,,) sind die Basisfunktionen des gewéhlten Ansatzraumes und die Koeflizientenpaare
(U3, P]) Elemente des Hilbertraumes V x § fiir j = {1,...,k}. Die Basisfunktionen ¢,
sind Lagrange’sche Basisfunktionen, die nur zu den diskreten Zeitpunkten ¢,, ungleich Null
sind.

Fiir die Ansatzfunktionen wird £ = 1 und [ = 0 verwendet, der Galerkin-Ansatz fiir (t)
und p(t) ist demnach

ﬂ:(t) ~ ﬁT(t) = ﬁ2¢n,0 + ﬁrlld)n,l YVt € In
JAN A .
= ?[Un + Unfl]
p(t) = p.(t) : = Py Vi eI,

Aus einer gegebenen, diskreten Losung 4. (t,—1) zum Zeitpunkt ¢ = ¢, ldsst sich damit
eine diskrete Losung . (t,) zum néchsten diskreten Zeitpunkt ¢ = ¢,, approximieren.

Crank-Nicolson-Verfahren

Ab Kapitel @ wird eine aktuellere Version von HiFlow, HiFlow?, verwendet. Fiir die in
dieser Arbeit durchgefiihrten Experimente ergibt sich aus numerischer Sicht nur eine Ande-
rung: Zum Zeitpunkt der Durchfiihrung der Tests war das bislang verwendete, im vorigen
Abschnitt beschriebene continuous Galerkin-Petrov-Verfahren noch nicht implementiert.
In den Simulationen mit HiFlow? erfolgt die Zeitdiskretisierung deshalb iiber ein Crank-
Nicolson-Verfahren. Dieses ist ein implizites Zeitschrittverfahren zweiter Ordnung, das
eine Kombination aus dem Euler-Vorwérts-Verfahren zum Zeitpunkt ¢,_; und dem Euler-
Riickwérts-Verfahren zum Zeitpunkt ¢, darstellt.

Fiir eine eindimensionale partielle Differentialgleichung
Ou = F(u,z,t,0pu, 0*u)
ist der Differenzenquotient unter Verwendung der bereits eingefiithrten Notation u(t;) = u;

U; — Uj—1 1

% - 5 (F(ula Z, tia azuia a;?;ul) + F(ulfla z, tiflv axuifly a,zulfl)) .
Abgesehen vom Beitrag des nichtlinearen Terms j;i”ﬁl c(i, i, F) dt, entspricht das Crank-
Nicolson-Schema der Diskretisierung auf Basis des ¢cGP(1)-Verfahrens. Die Differenz des
Beitrags des nichtlinearen Terms beim Crank-Nicolson-Verfahren

tn At
/ C(ﬁ, ﬁ, 95) dt = ? [36(1_1:1‘_1, ﬁi_l.(ﬁ) + 3C(ﬁi_1, ﬁi—h (ﬁ)]
t

n—1

zum cGP(1)-Verfahren (4.6) kann als Quadraturfehler interpretiert werden. Schieweck
spricht beim Crank-Nicolson-Verfahren von einem nicht-exakten ¢cGP(1)-Verfahren.
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StormFlash ist ein Software-Paket zur Losung einer diskreten Variationsformulierung der
zweidimensionalen Flachwassergleichungen, das von der Arbeitsgruppe Numerische Me-
thoden in den Geowissenschaften des Hamburger Klimacampus entwickelt wurde. Die Git-
tergenerierung bewerkstelligt amatos, der Adaptive Mesh Generator for Atmospheric and
Oceanic Simulation des Alfred-Wegener-Instituts Bremerhaven.

In dieser Diplomarbeit wird in StormFlash auf einem Dreieck-Gitter mit linearen Ansatz-
und Testfunktionen gerechnet. Als Zeitschrittverfahren dient ein explizites zweistufiges
Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 2.

Im Gegensatz zu HiFlow wird bei der Diskretisierung ein unstetiges Galerkin-Verfahren
verwendet, welches ebenfalls Finite-Elemente-Verfahren darstellt. Auch hier wird zunéchst
eine Variationsformulierung des urspriinglichen Problems abgeleitet, mit Hilfe der Galerkin-
Methode wird das kontinuierliche Problem in ein diskretes Problem umgewandelt. Anders
als beim stetigen Finite-Elemente-Verfahren kann der Losungsraum V}, des diskreten, varia-
tionellen Problems jedoch so gewéhlt werden, dass an den Grenzen zwischen den Elementen
Unstetigkeiten erlaubt sind.

5.1 Variationsformulierung der Flachwassergleichungen

Um das System der Flachwassergleichungen (2.13a)-(2.13¢) 16sen zu koénnen wird eine
alternative Formulierung verwendet, die sich an Giraldo et al. orientiert:

g—‘z+v-F(@ = S() (5.1)
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mit V = (0, 0,)T, ¢ = (h, hu, )T,

hu hv

F(q) = | hu? + $gh? huv ,

huv hv? + 1gh?
V-F1(q)
V-F(q) = |V -Fz(q) |,
V- F3(q)

0
S(q) = | —ghdyb

—gh0oyb

Unter der Voraussetzung, dass der Untergrund flach und eben ist, d.h. b = const., ver-
schwindet S(¢) und das zu l6sende Gleichungssystem vereinfacht sich zu

oq
-F(g) = 0. 2
5 TV F@)=0 (5.2)

Das Gleichungssystem (5.2) wird nun wieder mit einer Testfunktion E aus dem Funktio-
nenraum W der gesuchten Funktion ¢ € W multipliziert und {iber das Gebiet {2 integriert.

%.gder/v.Fj(@.gdj’:O VEew (5.3)
o Ot Q

Auf den zweiten Summanden der Gleichung kann man wieder den Gaufischen Integralsatz
anwenden.

o = .. > . =
;;-fdw/vf‘Fj(‘Ddx+/ F;i(q)-¢nids=0
Q Q o0

5.2 Diskretisierung des kontinuierlichen Problems

Wie bei der Finite-Elemente-Methode wird das kontinuierliche Problem tiber die Galerkin-
Methode in ein zunichst semi-diskretes Problem umgewandelt.

Gesucht ist dann die Losung ¢, aus einem endlich-dimensionalen Unterraum W, C W, so
dass die Gleichung

Odh 7 .- 2o S

aqh-gdx—/ VE-F(G) d:r+/ F(G,) - € ds =0
K Ot K oK
auf jedem der Elemente K der Zerlegung von ) erfiillt ist.
Die diskrete Losung @, lasst sich tiber die Basis {x;} mit i = 1,..., N des N-dimensionalen
diskreten Unterraums Wy C W darstellen, wobei die Basisfunktionen wieder polynomiale
Ansatzfunktionen vom Grad k sein sollen.

N
5@ = 3 Gt)(@)
=1

Beim Finite-Elemente-Verfahren war gefordert, dass die diskrete Variationsformulierung
(4.3a)) und (4.3b)) fiir alle Testfunktionen ¢ € V gilt. Diese Bedingung muss nun nicht mehr
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gewihrleistet werden. Beim unstetigen Galerkin-Verfahren reicht es aus, wenn die diskrete
Variationsformulierung fiir alle Testfunktionen £ aus einem diskreten Ansatzraum W), gilt
— eine erheblich schwiichere Bedingung.

Die Aufgabenstellung lautet damit:

Finde ¢y, € Wy, = IP%, so dass die Gleichungen
3

¢ X df—/ Vxi - F(qn) df+/ F(qy) - iix; ds =0 (5.4)
K Ot K o

K

fiir alle Basisfunktionen y; von W, gilt.

Da die Gesamtlosung des zu 16senden diskrete Gleichungssystems (5.4)) nicht mehr notwen-
digerweise stetig sein muss, kénnen an den Elementkanten Diskontinuitdten in Form von
Spriingen auftauchen. In Kombination mit der aus physikalischen Griinden geforderten
Erhaltung von Impuls und Masse stellt eine solche Diskontinuitédt ein Riemann-Problem
dar.

5.2.1 Riemann-Problem

Das Riemann-Problem ist ein Anfangswertproblem, bei dem die Anfangswerte konstant
sind bis auf einen Punkt. Dort tritt eine Diskontinuitét auf. Eine entsprechende physikali-
sche Situation ist zum Beispiel ein Stofirohr. In einem Rohr befinden sich zwei stationére
Gase, die durch eine Membran voneinander getrennt sind. Die eine Seite hat einen sehr
hohen, die andere Seite einen sehr niedrigen Druck. Entfernt man die Membran, wird ein
StoB ausgelost. In Richtung des Stofirohrs (niedriger Druck) breitet sich eine Schockwel-
le aus, die von einer Kontaktdiskontinuitét verfolgt wird, an der die Dichte springt. In
Richtung des Kompressionsrohrs (hoher Druck) breitet sich dann eine Verdiinnungswelle.

Gleichung 1} stellt ein solches Riemann-Problem dar. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet
sich das System in Ruhe. Fiir £ < 0 hat das System den Zustand § = ¢_, fiir x < 0 ist

q=dqs.

» X

Abbildung 5.1: Startzustinde ¢_ und ¢ des Riemann-Problems.

Ein Riemann-Problem hat immer drei Charakteristiken: zwei duflere Charakteristiken, bei
denen es sich je nach Problem um Verdiinnungswellen und/oder Schockwellen handelt
und die dazwischenliegende Kontaktdiskontinuitéit. Die drei Charakteristiken breiten sich
mit Geschwindigkeiten fort, die durch die Eigenwerte A1, Ao und A3 der Jacobi-Matrix
von F(7) bestimmt sind. Die Charakteristiken lassen sich als Funktionen im Phasenraum
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darstellen, entlang dieser die Losung der Differentialgleichung konstant ist. Die Zustédnde
links bzw. rechts der beiden dufleren Charakteristiken sind die Startzustdnde ¢— und ¢ .
Mit fortschreitender Zeit werden diese immer weiter von der ausgénglichen Diskontinuitét
entfernt und es entstehen Zwischenzustdnde ¢ und ¢* .

2\ A
'
ol .2 , '3
~x N 5 e
. * ] * o’
-~ — L 4
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. ’ ’
AR 1 4
. ] o
iR 0 ,
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Abbildung 5.2: Zwischen den Zusténden ¢_ und ¢ und der Kontaktdiskontinuitét entste-
hen Zwischenzustdnde ¢* und ¢* (grau). Die Charakteristiken A, Ay und
A3 trennen die vier Zustidnde voneinander.

Zur Losung des Riemann-Problems ist ein entsprechender Riemann-Loser notwendig. Nicht
fiir jedes Problem existiert ein exakter Loser, bei Nichtvorhandensein einer analystischen
Losung muss stattdessen ein approximierter Riemann-Loser konstruiert werden. Aufgrund
des hohen Rechenaufwandes exakter Loser werden in der Praxis héufig fiir beide Falle
approximative Loser eingesetzt.

Im Fall der tiefengemittelten zweidimensionalen Flachwassergleichungen hat dieses Pro-
blem eine analytische Losung, ein erster exakter Riemann-Loser stammt von Godunov
12]. Exakte Riemann-Loser erfordern in der Regel einen sehr hohen Rechenaufwand. In
der Praxis werden deshalb meist approximative Loser eingesetzt.

5.2.2 Numerischer Fluss

Zur Behandlung der Diskontinuitéten in (5.4) wendet man die folgende Vorgehensweise
an:

Der physikalische Fluss F(gj,) durch den Rand des Elementes wird ersetzt durch einen
numerischen Fluss F*! iiber die Kanten des Elementes. Die wechselseitige Beeinflussung
zweier benachbarter Elemente wird allein durch diesen numerischen Fluss beschrieben, er
stellt also den lokalen Informationsaustausch zweier Elemente dar.

Setzt man eine Zerlegung in dreieckige Elemente K mit den drei Kanten I'x voraus, hat
sich die Aufgabenstellung wie folgt verdndert:

aqhxz dx — / Vi - F(qn) dx—Z/ *l)x 7D ds =0 (5.5)
Tk

1=1,2,3.
Der Normalenvektor 750 ist der Vektor, der vom Element K zum Kantennachbar [
zeigt. Gleichung (5.5) ist eine semi-diskrete, schwache Formulierung des kontinuierlichen
Problems. Diese Gleichung wird nun noch einmal partiell iiber K integriert. Man erhélt
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eine starke Formulierung.

3
Py
/Xi( Qh+v.F(q"h)) dg:Z/ i - T ED(F(gG,) — F*D) ds (5.6)
K

i=1,2,3.

Giraldo et al. haben bereits darauf hingewiesen, dass, obwohl beide Formen mathema-
tisch dquivalent sind, andere numerische Ergebnisse erzielt werden, wenn mit der starken
Formulierung an Stelle der schwachen Formulierung gerechnet wird. In dieser Arbeit wird
dennoch ausschliefllich die starke, schwache Formulierung verwendet, da diese im Hinblick
auf die spéter verwendete Adaptivitéit giinstigere Eigenschaften hat.

Zur Bestimmung des numerischen Flusses F*!) zwischen zwei Zellen wurde der Rusanov-

Fluss verwendet.

5.2.3 Der numerische Fluss nach Rusanov

Mit Hilfe des Rusanov-Losers lésst sich eine approximierte Losung des Riemann-
Problems finden. Er stellt eine sehr einfache Formulierung fiir den numerischen Fluss
an der Grenzfliche zwischen zwei Elementen dar. Der Fluss wird berechnet als Summe
der Differenz der Werte beidseitig der Grenze und der maximalen auftretenden Wellenge-
schwindigkeit an der Grenzflache. Diese entspricht dem Maximum der ¢ Eigenwerte A; der

Jacobi-Matrix von F(q).
(q ) q l)) ) (K
A <h h (qh) —qp )) .

F stellt dabei nach wie vor die physikalische Flussfunktion aus (5.1) dar.

FOD = 2 RG) + FG) -

A ; A
‘Q O' T

- X
—A-T AT

Abbildung 5.3: Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Zwischenzusténde ¢* und ¢% (grau)
ist begrenzt durch die maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit A der Cha-
rakteristiken.

Physikalisch gesehen ist A\ = ,H1132X3()\i) definiert durch den Betrag der maximalen Wellen-
1= 1<
geschwindigkeit. Im Fall der Flachwassergleichungen gilt

(@) = [ul = V/gh.

Vorteile des Rusanov-Solvers sind dessen einfache Implementierung, sowie der relativ ge-
ringe Rechenaufwand. Von Nachteil ist seine hohe Dissipativitét: Die Dissipation ist iibli-
cherweise proportional zur Ausbreitungsgeschwindigkeit. Da der Rusanov-Solver von der
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maximalen Ausbreitungsgeschwindigkeit ausgeht, iiberschétzt er die tatsédchliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit jedoch systematisch.

Eine Verbesserung bietet hier der Roe-Solver [14]. Dieser bestimmt die tatséichlich auf-
tretenden Wellengeschwindigkeiten A; iiber eine linearisierte Jacobi-Matrix von F. Zum
Zeitpunkt der Diplomarbeit war dieser bereits in StormFlash implementiert, aber noch
nicht einsatzfihig. Eine detailierte Beschreibung unterschiedlicher Riemann-Solver und
deren Eigenschaften findet sich in Toro [15].

5.2.4 Diskretisierung des Gebiets

Das Gebiet 2 wird zerlegt in dreieckige Lagrangeelemente. Die Diskretisierung erfolgt dann
wieder iiber die Galerkin-Methode

N
Z £)x; ().

Auf den Elementen werden sowohl fiir die Geschwmdlgkelt als auch fiir die Hohe lineare
Ansatz- und Testfunktionen verwendet. Eine Begriindung dieser Wahl findet sich in Kapitel
61

5.2.5 Diskretisierung der Zeit

Die zeitliche Integration erfolgt {iber ein explizites, strong stability preserving Runge-
Kutta-Verfahren. Dazu muss die semi-diskrete Formulierung (5.6) zunéchst in Matrix-
Schreibweise umgeformt werden. Einsetzen der diskreten Losung ¢, in das semi-diskrete

Variationsproblem (5.6) ergibt

oq; s
/ XiX; AT N +/ xiVx; di F(q;)
K
= *,[ ..
—Z/F it ds (B(G) —FY) i j=1,2,3

Durch die Definition von Elementmatrizen

AL = [ o da (5.72)

AU — /F xix D dz (5.7b)
K

B{j :/ XiVx; d¥ (5.7¢)
K

ldsst sich das Gleichungssystem elegant in Matrixform schreiben

0q; B 3 , ) .
AGOZE 4 (BE)TR(G) = ZZ(AEJK 0T () - B,
=1

Diese Gleichung kann man weiter normieren mit der Matrix AF) Mit AKD = (AE)) =1 40D
und BE) = (MF))=1 B(K) erhilt man

Bq S — > N s — *, . .
i+ BEE@) =Y (A (®(g) - FY) =123 (58)
=1

Die numerische Auswertung der Integrale in (5.7a) bis (5.7¢|) erfolgt iiber eine Gaup-
Lobatto- Quadratur.
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Gauf3-Quadratur

Zur Auswertung des Integrals einer Funktion f(x) auf einem Intervall [a, b] wird die zu inte-
grierende Funktion aufgeteilt in eine Gewichtungsfunktion w(x) und eine stetige Funktion

o(z).
[ e = [ wiwrotas

¢(x) wird an speziellen Auswertepunkte z; durch ein Polynom P, vom Grad n approxi-
miert. Das Polynom lésst sich wiederum exakt integrieren,

b b
/f(x)daf—/ w(z)p(x)dx
b
~ / w(x) Py (2)da
= flwi)a (5.9)
=1

wobei a; Gewichte sind. Die Integration ist exakt fiir Polynome der Ordnung 2n — 1, n ist
die Anzahl der Auswertestellen.

Eine Variante der Gauf3-Quadratur ist die Gau-Lobatto-Quadratur, die exakt ist fiir Po-
lynome der Ordnung 2n — 3. Im Vergleich zur Standard Gauf-Quadratur hat die Gauf3-
Lobatto-Quadratur den Vorteil, dass die Endpunkte des Intervalls direkt mit ausgewertet
werden.

b n—1
[ H@)de = @)+ S0+ i )+ R (5.10)
@ i=2

Die Stiitzstellen x; sind definiert durch die Nullstellen von P’

" _1(z). Die Gewichte w;
berechnen sich aus

2
n(n — 1)[Pp—1(x;)]

w; = 5 mit @; £ £1, (5.11)

der Rest R, ist
n(n —1)3220=1[(n — 2)1*

(2n — 1)[(2n — 2)I? FEA(E mit —1<g <. (5.12)

R, = —

Runge-Kutta-Verfahren

Die Gleichung in Matrix-Schreibweise (5.8) lisst sich als gew6hnliche Differentialgleichung
der Form
0g;
ot

. — : A(K - *,1 > . .
mit R(¢) = 0, (AUT(F;(g) — ) — (BE)TF;(g;) schreiben.

Die Losung ¢; eines S-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens zum Zeitpunkt ¢,y ist dann ge-
geben durch

Gj(tr) = agdi(tn) + a1 G (tr-1) + 055 (tr—3) + B"ALR(F; (te-1))
fur k = 1,..., 8 mit ¢j(to) = ¢j(tn) und qj(ts) = Gj(tn+1)-

Verwendet wird das zweistufige Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 2, die entsprechenden
Koeffizienten finden sich in Tabelle

= R(qj)
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kE of of of pF
1 1.0 0.0 00 1.0
2 05 05 00 0.5

Tabelle 5.1: Koeffizienten des expliziten zweistufigen Runge-Kutta-Verfahrens der Ord-

nung 2.



6. Gegeniiberstellung HiFlow und
StormFlash

Im vorherigen Kapitel wurden die numerischen Grundlagen der beiden verwendeten Soft-
ware-Pakete HiFlow und StormFlash vorgestellt. Dabei wurde klar, dass sich die nume-
rischen Methoden der beiden Verfahren in vielerlei Hinsicht voneinander unterscheiden.
Es stellt sich natiirlich die Frage, inwiefern es sinnvoll ist, HiFlow und StormFlash direkt
miteinander zu vergleichen.

HiFlow basiert auf den inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen, gerechnet wird auf
einem Viereck-Gitter mit Taylor-Hood-Elementen. Unstetigkeiten zwischen den Elementen
sind nicht erlaubt. Als Zeitschrittverfahren dient das implizite cGP(1)-Verfahren.

In StormFlash wird eine diskrete Variationsformulierung der Flachwassergleichungen ge-
16st, gerechnet wird auf einem Dreieck-Gitter mit linearen Ansatz- und Testfunktionen.
Zwischen den Elementen sind Unstetigkeiten erlaubt. Das Zeitschrittverfahren ist ein ex-
plizites zweistufiges Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 2.

Obwohl verschiedene Gleichungen auf verschiedene Arten diskretisiert werden, lisst sich an
vielen Stellen trotzdem ein qualitativer Vergleich durchfiihren. Dieser Vergleich kann jedoch
nur als Sensibilisierung fiir auftretende Probleme in der Simulation von Wirbelstiirmen
betrachtet werden, keinesfalls als generelles Urteil.

Die Unterschiede in den verwendeten Modellgleichungen und Diskretisierungen sind dar-
iiber hinaus nicht die einzigen Differenzen, die zwischen den beiden Modellen bestehen. Die
Szenarien-spezifische Anwendung in Kapitel |7| macht weitere Kompromisse unumgehbar,
welche die Wahl von Anfangs- und Randwerten, physikalische und numerische Reibung
und die verwendeten Finiten Elemente betreffen.

Um vorab einen Uberblick zu geben, sind die unterschiedlichen Eigenschaften der beiden
verwendeten Modelle in Tabelle [6.1] zunéchst aufgelistet.
6.1 Anfangswerte

In den Simulationen mit HiFlow ist nur die Vorgabe von Anfangswerten fiir die Geschwin-
digkeitskomponenten u und v notwendig. Diese sind festgelegt durch die Beitrdge des
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‘ HiFlow StormFlash
Physik
Modellgleichung Navier-Stokes-Gleichungen | Flachwassergleichungen
Kompressibilitét inkompressibel inkompressibel
Viskositét v=>5-102m?/s -
Randbedingungen periodisch Dirichlet
Prognostische Variablen @ = (ug,uy)t,p = (h-ug,h-uyh)T
Numerik
Triangulierung Quadrate Dreiecke

Test- und Ansatzfunktionen

Taylor-Hood-Element

lineare Lagrange-Elemente

Q2 — Q1 P
Zeitschrittverfahren Kapitel |[7: ¢cGP(1), RK22
Kapitel |9: Runge-Kutta
Adaptivitat
Gitterverfeinerung regulidre Verfeinerung Bisektion

Adaptions-Technik h-Adaptivitat h-Adaptivitat

Tabelle 6.1: Ubersicht iiber die verwendeten Software-Pakete HiFlow und StormFlash.

Hintergrunddrifts und des Wirbelprofils bzw. der Wirbelprofile. Der Hintergrunddrift ist
definiert durch ein konstantes Geschwindigkeitsprofil mit einem Betrag von 10m/s in po-
sitive x-Richtung.

Um das dynamische Verhalten eines tropischen Wirbelsturms zu untersuchen, geniigt eine
idealisierte Darstellung des Wirbels, wie sie auch bei Scheck et al. Verwendung findet.

In dieser Diplomarbeit wird die Darstellung gem&f3 Smith et al. verwendet, der so
genannte SUD Wirbel. Durch eine geeignete Wahl der Parameter entsprechen diese der
Ausdehnung und Intensitéit einer tropischen Zyklone. Definiert wird dieser Wirbel durch
seine tangentiale Geschwindigkeit

s[1+ %34]
v
O(1 + as? + bs)?’

oy (6.1)

mit @ = 0.3398, b = 5.377 - 10~ und s = r/rg. r definiert den radialen Abstand vom

— s

100f
80F
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Vorticity [%]

40t

Tangentiale Geschwindigkeit [%]
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. . .
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Abbildung 6.1: Geschwindigkeits- und Vorticity-Profil des SUD-Wirbels nach Smith et al.
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Wirbelzentrum. Als r, werden 100 km gew#hlt, die Tangentialgeschwindigkeit vy betrigt
71.521 m/s, woraus sich eine maximale Tangentialgeschwindigkeit vy von 40 m/s ergibt.

Fiir grofle Abstéinde vom Sturmzentrum wird das Vorticityprofil des SUD Wirbels negativ.
Der duflere Teil des Wirbels schirmt so die positive Zirkulation ab, die den eigentlichen
Wirbel definiert. Dadurch wird erreicht, dass die Geschwindigkeit wie bei realen Stiirmen
fiir grofile Radien schneller als mit 1/r abféllt.

In HiFlow fungiert der Druck p als Lagranger Multiplikator, der die Nebenbedingung der
Divergenzireiheit an das eigentliche Problem koppelt. Anfangswerte miissen deshalb nicht
vorgegeben werden.

Bei der Berechnung auf Basis der Flachwassergleichung miissen neben den Anfangswerten
fiir die Geschwindigkeitskomponenten v und v — die wie bei den Navier-Stokes-Gleichungen
festgelegt sind — auch Anfangswerte fiir die Hohe h vorgegeben werden.

Damit ein Wirbel stabil ist, muss

oh vr
. 2
or & g-r (62)

gewahrleistet sein. Die Beziehung ergibt sich nach Transformation der Flachwasserglei-
chung in Polarkoordinaten und Annahme von Stationaritit.

— h =50 km
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Abbildung 6.2: Einfluss der Wahl der Anfangswerte fiir die Hohe h(r,ty) auf die Zugbahn
des Wirbels (oben) und die Anderung der kinetischen Energie des Wirbels
(unten).
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Bei der Integration von Gleichung (6.2)) iiber r erhilt man
s
h(r,to) = / T dr + Hy (6.3)
g-r
0

und eine zundchst unbestimmte Integrationskonstante Hy taucht auf. Ein géngiger Wert
fiir Hy bei der Simulation von Wirbelstiirmen ist 10 km, eine ausfiihrliche Erklirung dazu
findet sich in Abschnitt

r

Bei einer Hohe Hy von 10km ist der Beitrag des Integrals [ g% dr wiederum vernachlis-

sigbar, das Wirbelprofil ist auch ohne diesen Beitrag stabil.ODer Beitrag hat insbesondere
keinen Einfluss auf die spéter betrachtete Zugbahn oder die kinetische Energie eines Wir-
bels, wie in Abbildung [6.2 sichtbar ist. Der Wirbel ist hier eingebettet in einen konstanten
Westwind mit einer Geschwindigkeit von 10m/s, welcher den Wirbel in Richtung Osten
advehiert.

Als Anfangswert wurde deshalb h(r,ty) = 10 km gew#hlt.

6.2 Randwerte

Anhand des Sturmprofiles in Abbildung 6.1 ist ersichtlich, dass die tangentiale Geschwin-
digkeit asymptotisch gegen Null geht. Erst ab einem Abstand zum Sturmzentrum von etwa
750km in der Startlosung sind Randeffekte vernachléssigbar.

In StormFlash kann aus technischen Einschrinkungen derzeit nur mit Dirichlet-Réndern
gerechnet werden. Die Geschwindigkeitskomponenten an den Réndern entsprechen dabei
den Geschwindigkeitskomponenten des Hintergrunddrifts. Bei einem Abstand von 800 km
zum Rand treten bei der Verwendung von obigem Wirbelprofil unerwiinschte Instabilita-
ten in Randndhe auf. Grund dafiir ist die nur asymptotisch gegen Null gehende tangen-
tiale Geschwindigkeit. Am Rand wird das Geschwindigkeitsprofil des Wirbels aufgrund
der Dirichlet-Rénder auf Null gesetzt, hier existieren nur noch die Beitrage des Hinter-
grunddriftes. In Randn&he gibt es also Unstetigkeiten, die zu groflen Vorticity-Gradienten
fithren kénnen. Um diese Unstetigkeiten zu verhindern, wird die tangentiale Geschwindig-
keit des Wirbelprofils in der Startlosung geméfl Jones et al. [[18]] mit einer Funktion e(r)
multipliziert, die die Geschwindigkeit zum Rand hin gegléttet

_ 2
e(r) = { 1—exp (7“ riz;izt) ) , TS Teut

0, 7> Teut-

Ist reye grofl genug, so wird der Vorticity-Gradient langsam auf Null reduziert, die Uns-
tetigkeiten in der Geschwindigkeit verschwinden. Als rq,; wurden 750 km gew#hlt, r;q =
100 km.

In HiFlow wird mit periodischen Réndern gerechnet. Um vergleichbare Simulationen zu
den StormFlash-Simulationen zu erhalten wird der Wirbel nicht periodisch fortgesetzt,
sondern an den entsprechenden Grenzen abgeschnitten. Dann entstehen Unstetigkeiten im
Geschwindigkeitsfeld. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 werden die Werte in Randnéhe deshalb gemaf
Abbildung ersetzt durch gewichtete Mittel der Werte beiderseits der Gebietsgrenzen.

Befindet sich das Sturmzentrum in der Startlosung sehr nahe am Rand, so entstehen
auf diese Weise unerwiinschte Artefakte: Bei einem zyklonalen Wirbel zum Beispiel, der
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Abbildung 6.3: Geschwindigkeitsprofil des SUD-Wirbels. Bei ¢ = 0 werden Randwerte als
gewichtetes Mittel der Werte beiderseits des Randes berechnet. HiFlow.

bei g = 200km, yo = 200km startet und sich in positive x- und positive y-Richtung
fortbewegt, entstehen negative Vorticitymaxima an den Réndern bei x = Okm und y =
0km.

2000 t=6000s t=12000s Vorticity
0,00145
1500 ' I
x‘ 3
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Abbildung 6.4: Interaktion des positiven Vorticitymaximums (rot) mit negativen Vorticity-
maxima (blau) an den Réndern. Abstand des Wirbels vom Rand 200 km.
HiFlow, h = 27.8 km.

0 500 1000 1500 2000

Simulationen mit einem Abstand kleiner als 750 km haben gezeigt, dass diese Vorticity-
maxima an den Réndern weitere Wirbel bilden konnen, die mit dem eigentlichen Wirbel
interagieren. In obigem Beispiel entstehen dann zwei Wirbel negativer Vorticity.
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6.3 Finite Elemente

In HiFlow wird mit inf-sup-stabilen Taylor-Hood-Elementen (sieche Abschnitt4.2.1) ge-
rechnet. Die Ansatzfunktionen fiir die Geschwindigkeitskomponenten sind biquadratisch,
gerechnet wird auf Viereck-Elementen. Um einen sinnvollen Vergleich zwischen Storm-
Flash und HiFlow ziehen zu kénnen, wére die Verwendung (bi-)quadratischer Ansatzfunk-
tionen auf einem Gitter mit quadratischen Viereck-Elementen sinnvoll. Zum Zeitpunkt
der Durchfithrung der Simulationen mit StormFlash war weder der Einsatz quadratischer
Funktionen, noch die Verwendung von Viereck-Elementen mdoglich, der Einsatz von Drei-
eckelementen in HiFlow war ebenfalls nicht moglich. In StormFlash wird trotzdem aus-
gewichen auf Dreickelemente, die Ansatz- und Testfunktionen stammen aus dem Raum
linearer Funktionen P1. Damit effektiv die gleiche Gitterweite verglichen wird, werden die
StormFlash-Simulationen bei halbierter Gitterweite, also doppelter Auflésung berechnet,
sodass gew#hrleistet ist, dass zumindest die Lage der Freiheitsgrade iibereinstimmen (siehe

Abbildung [6.5).

Abbildung 6.5: Effektive Gitterweite: Biquadratische Funktion auf quadratischem Element
in HiFlow(links), lineare Funktionen doppelter Gitterauflésung auf Dreie-
ckelementen in StormFlash (rechts).

Durch die erlaubten Unstetigkeiten in den Test- und Ansatzfunktionen in StormFlash hat
jedes Dreieckelement mit linearen Funktionen genau drei elementeigene Freiheitsgrade.
Anders als bei einem stetigen Verfahren gibt es keine gemeinsamen Freiheitsgrade zweier
Elemente. In obigem Beispiel wird schnell deutlich, dass die Anzahl der Freiheitsgrade
in StormFlash also wesentlich grofer sein muss als in HiFlow fiir eine Simulation mit der
selben effektiven Gitterweite. Als grober Richtwert gilt der Faktor 3: fiir die gleiche effektive
Gitterweite hat ein Problem, das mit einem unstetigen Galerkin-Verfahren mit linearen
Elementen auf einem Dreieck-Gitter gerechnet wird, dreimal soviele Freiheitsgrade wie bei
der Berechnung auf einem Viereck-Gitter mit biquadratischen Funktionen.

Wird seriell gerechnet, fillt die dreimal so grofle Anzahl an Freiheitsgraden schnell ins Ge-
wicht, die Rechenzeit wird sich deutlich erh6hen. Nicht aber, wenn parallel gerechnet wird:
das unstetige Verfahren kann als eine Vielzahl von elementweisen Berechnungen aufgefasst
werden. Diese sind parallel durchfiihrbar, die Kommunikation zwischen den Elemeten wird
anschlieend in Form des numerischen Flusses bewerkstelligt. Beim stetigen Verfahren sind
die einzelnen Elemente iiber ihre Basisfunktionen direkt miteinander gekoppelt. Auch hier
konnen parallel elementweise Rechnungen erfolgen, der Grad der Kopplung ist jedoch we-
sentlich hoher als beim unstetigen Verfahren. Bei den unstetigen Verfahren ldsst sich der
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Kopplungsgrad iiber die Definition des numerischen Flusses direkt steuern. Bei der Paral-
lelisierung kann ein niedrigerer Kopplungsgrad dann zum Vorteil werden.

Zur Zeit der Durchfiihrung der Simulationen war StormFlash jedoch nur seriell ausfiihrbar.

6.4 Stabilitéit

Die Stabilitédt des Verfahrens ist abhéngig von der Viskositéit, der rdumlichen Gitterauflo-
sung und der Zeitschrittweite.

6.4.1 Numerische Dissipation

In HiFlow setzt sich die Viskositéit zusammen aus der physikalischen, kinematischen Vis-
kositéit und einer verfahrenseigenen, numerischen Dissipation. Die numerische Dissipation
hat eine stabilisierende Wirkung auf das Verfahren und hat die Form eines Reibungstermes.
Sie beschreibt Energieverluste durch numerische Effekte und hingt ab von der Gitterweite
und der Zeitschrittweite.

Die verfahrenseigenen Energieverluste in StormFlash sind im Vergleich mit HiFlow we-
sentlich grofer. Quellen dieser groflen verfahrenseigenen Verluste kénnen zum einen der
verwendete Rusanov-Solver (siehe Abschnitt[5.2.3), zum anderen auch die linearen Elemen-
te sein. Durch den Einsatz linearer Elemente erhilt man ein Verfahren 2. Ordnung, dank
der in HiFlow verwendeten Taylor-Hood-Elemente handelt es sich dort um ein Verfahren
3. Ordnung beziiglich der Geschwindigkeit und 2. Ordnung beziiglich des Drucks. Aus die-
sem Grund wurde in StormFlash komplett auf eine zusétzliche physikalische Viskositét
verzichtet. Der Energieverlust entspricht dann in etwa dem, der sich bei Simulationen mit
HiFlow mit der selben effektiven Gitterweite und einer Viskositiit von 5 - 103 m? /s ergibt.

6.4.2 Gitterauflosung

Die grobste Gitterauflosung, bei der mit HiFlow mit einer Viskositit von 5 - 103m?/s
noch stabile Rechnungen durchgefiihrt werden konnen, ist eine Auflésung von 50 km bei
einer Zeitschrittweite von 300s. Die feinste verwendete Gitterauflosung entspricht einer
Gitterweite von 12.5 km.

Die entsprechende Gitterweite in StormFlash ist jeweils halb so grof§, die Auflésung also
doppelt so hoch. Die grobe Gitterweite betréigt 25 km, die feine 6.25 km.

6.4.3 Zeitschrittweite

Die verwendete Zeitschrittweite in HiFlow betragt 300 s. Bei dieser Zeitschrittweite kénnen
problemlos stabile Simulationen durchgefiihrt werden.

In StormFlash muss mit Zeitschritten von 0.5s gerechnet werden. Eine Ursache dafiir
ist die Verwendung eines expliziten Zeitschrittverfahrens in StormFlash (siehe Abschnitt
5.2.5), wihrend in HiFlow ein implizites Verfahren verwendet wird (sieche Abschnitt|4.2.2).
Die Hauptursache dafiir sind jedoch hochfrequente Schwerewellen, die bei der Losung der
Flachwassergleichungen auftauchen. Ein Zusammenhang zwischen der Zeitschrittweite und
der Stabilitéat findet sich iiber das CFL-Kriterium.
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CFL-Kriterium

Das CFL-Kriterium ist definiert durch den Quotienten aus physikalischer und numerischer
Ausbreitungsgeschwindigkeit. Es gibt an, um wie viele Zellen sich eine betrachtete Grofie
pro Zeitschritt maximal fortbewegen darf. Wird es verletzt, so erfolgt der numerische
Informationsfluss schneller als der physikalische und das Verfahren wird instabil. Je nach
Verfahren ergeben sich unterschiedliche CFL-Zahlen. Fiir die Losung der Navier-Stokes-
Gleichungen lautet das Kriterium

At
> =20 .
CFLysG > s (Ju| + Jv])

Bei der Simulation der der Flachwassergleichung treten externe Schwerewellen als Losung
auf. Diese breiten sich mit der Geschwindigkeit y/gh fort, im CFL-Kriterium muss das
berticksichtigt werden.

At
CFLpwg > Az (Ju| + [v] + v/ gh).

Wird das Kriterium verletzt, werden die Wellen nicht mehr richtig aufgel6st, das Verfahren
wird instabil.

Prinzipiell ist das CFL-Kriterium fiir die Flachwassergleichungen also wesentlich héher
als das fiir die Navier-Stokes-Gleichungen. Erst wenn h = 0 ist, stimmen beide Kriterien
iiberein. Vom mathematischen Blickwinkel her, macht es also Sinn, h(r,tg) so klein wie
moglich zu wéhlen.

Nicht aber aus physikalischer Sicht. Damit es sich anndherungsweise um ein physikalisch
zweidimensionales Modell handelt, muss h(r,ty) entsprechend der ersten Gleichung der
Flachwassergleichungen

Oth + 0y (hu) 4+ 0y(hv) =0

so grofl wie moglich gewihlt werden. Erst dann ist die Anderung von h vernachlissigbar,
obige Gleichung vereinfacht sich zu d,u + dyv = 0 und das Modell ist barotrop. Die Wahl
von h(r,tg) ergibt sich also aus einem Kompromiss zwischen angestrebter Barotropie und
moglichst groBer Zeitschrittweite. Wie bereits in Abschnitt [6.1] beschrieben, wird eine kon-
stante Anfangshohe von h(r,tp) = 10km gewihlt.

Generell muss die Zeitschrittweite fiir das auf den Flachwassergleichungen basierende Mo-
dell also wesentlich geringer sein, als im Navier-Stokes-basierten Modell. Wie schon die
erhohte Anzahl an Freiheitsgraden haben auch die erforderlichen kurzen Zeitschritte eine
mafgebliche Auswirkungen auf die Rechenzeit.



7. Numerische Tests 1

In einem ersten Szenario soll untersucht werden, ob ein adaptiertes Gitter Einfluss auf
die korrekte Darstellung der Physik des simulierten Problems ausiibt. Betrachtet wird
ein Wirbelsturm, der Gebiete unterschiedlicher Gitterauflosung passiert. Der Wirbelsturm
wird von der ihn umgebenden Hintergrundstromung unter unterschiedlichen Winkeln auf
eine Grenze in der Gitterauflosung getrieben. In Abhéngigkeit vom Auftreffwinkel und von
der Gitteraufldsung interessieren dabei die Anderungen der Zugbahn und der Intensitit.

Die betrachteten Szenarien werden sowohl mit HiFlow als auch mit StormFlash simuliert.
nachdem die beiden Software-Pakete im vorherigen Kapitel bereits im Hinblick auf ihre
numerischen und physikalischen Eigenschaften verglichen wurden, folgt in diesem Kapi-
tel ein Vergleich im Hinblick auf die Ergebnisse der numerischen Simulationen und den
notwendigen Rechenaufwand.

0

ISR

6O

Abbildung 7.1: Modell-Szenario in HiFlow, hfe;n = 12.5km, hgpop = 50 km.
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7.1 Modell-Szenario: Sturm vs. Gittergradient

Als Rechengebiet wurde ein Gebiet der Grofie 2000 km x 1600 km gewihlt. Die Geometrie
des Gebiets ergab sich als Kompromiss zwischen einer moglichst geringen Anzahl an Frei-
heitsgraden bei der numerischen Berechnung und einem Mindestabstand von 750 km vom
Sturmzentrum zu den Réndern. In den mit HiFlow durchgefiihrten Simulationen werden
periodische Rénder verwendet, in StormFlash wird mit Dirichlet-Rénder gerechnet.

Zum Zeitpunkt ¢t = 0 befindet sich das Zentrum des Wirbels an der Startposition (zy =
800 km, yp = 800 km).

Das Rechengebiet ist unterteilt in einen Bereich grober und einen Bereich feiner Auflésung.
Die Grenze zwischen den beiden Bereichen variiert je nach betachtetem Auftreffwinkel,
verlauft aber immer durch den Punkt (zgrenze = 1000 km, ygrenze = 800 km). Der Wirbel
erreicht die Grenze in jeder Simulation also nach 200 km zuriickgelegter Distanz in positive
x-Richtung.

Hat der Wirbel 400 km in positive x-Richtung zuriick gelegt, so ist die Simulation beendet.

Gitterauflésung

Bei den hier beschriebenen, in den Abschnitten und analysierten Szenarien liegen
jeweils zwei Verfeinerungsstufen zwischen dem groben (50 km in HiFlow, 25 km in Storm-
Flash) und dem feinen (12.5km in HiFlow, 6.25km in StormFlash) Gitter. In HiFlow
wurden zunéchst Simulationen auf einem adaptierten Gitter mit 25 km und 12.5km Git-
terweite durchgefiihrt, also mit einer Verfeinerungsstufe Unterschied. Die dabei beobach-
teten, spiiter beschriebenen Effekte in den Anderungen der Zugbahn und der kinetischen
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Abbildung 7.2: Vergleich der Ergebnise fiir unterschiedliche Gitterauflésungen. Bewegung
entlang der Grenze, Ablenkung von der erwarteten Zugbahn (siche Ab-
schnitt . HiFlow, hfein = 12.5km, hgrop = 25km (oben); HiFlow,
hfein = 12.5km, hgrop = 50km (unten).
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Energie des Wirbels entsprechen qualitativ denen, die bei Simulationen mit zwei Verfeine-
rungsstufen Unterschied auftraten. Beim einfachen Unterschied sind diese Effekte jedoch
weniger stark ausgeprigt, wie in den folgenden zwei Beispielen sichtbar wird.

Als erstes Beispiel dient eine HiFlow-Simulation, bei der sich ein Wirbel entlang einer
Grenze in der Gitterauflosung in Richtung Westen bewegt. Das fein aufgeloste Gebiet
befindet links in Bewegungsrichtung des Wirbels, das grob aufgeloste Gebiet rechts in
Bewegungsrichtung. Eine detaillierte Beschreibung des Szenarios findet sich in

Betrachtet wird hier die Ablenkung der Zugbahn des Wirbels, die wie in Abschnitt
beschrieben, berechnet wird. In beiden Féllen oszilliert der Wirbel um eine Gleichge-
wichtslage, die nicht auf der Grenze, sondern im feinen Gitter liegt. Bei der gr&beren
Gitterauflosung ist sowohl die Schwingungsdauer, als auch die Amplitude der Oszillation
grofer.

Beim zweiten Beispiel wird die Anderung der kinetischen Energie des Wirbels untersucht,
ausfiihrliche Erkldrungen dazu siehe Abschnitt Der Wirbel startet nun im fein aufge-
l6sten Gebiet, nach 200 km zuriickgelegtem Weg erreicht er eine Grenze in der Gitterauf-
16sung.

Der Verlust der kinetischen Energie des Wirbels im feinen bzw. im groben Gebiet bei der
Simulation auf einem adaptierten Gitter entspricht jeweils dem Verlust, den der Wirbel auf
einem uniformen Gitter der entsprechenden Gitterweite hat. Der Unterschied im relativen
Energieverlust ist wesentlich stérker ausgeprégt fiir die Simulation auf dem Gitter mit zwei
Verfeinerungsstufen Unterschied.
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Abbildung 7.3: Vergleich der Ergebnise fiir unterschiedliche Gitterauflosungen. Bewegung
vom feinen ins grobe Gitter, relative Anderung der kinetischen Energie des
Wirbels (siehe Abschnitt [7.3). HiFlow, hfein = 12.5km, hgop = 25km
(oben); HiFlow, A fein = 12.5km, hgrop = 50km (unten).
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7.2 Anderung der Zugbahn

Die Position des Sturms wird berechnet als gewichteter Schwerpunkt der Vorticity, wobei
nur Werte grofier als ein bestimmter Schwellwert beriicksichtigt werden. Als Schwellwert
wird 75% der maximalen Vorticity gewéhlt. Die Gewichtung erfolgt iiber die Differenz
zwischen dem diskreten Vorticity-Wert an einem Freiheitsgrad (HiFlow) bzw. auf einem
Element (StormFlash) und dem Schwellwert.

Bei der Auswertung der Vorticityfelder der StormFlash-Simulationen fallen Artefakte auf,
deren Ursprung in geringen Stérungen des Geschwindigkeitsfeldes liegt. Beim Ubergang
zwischen groben und feinem Gitter entstehen in den meridionalen Geschwindigkeitskom-
ponenten wellenférmige Strukturen. Diese tauchen auf unabhéngig von den beiden Git-
terweiten und der Zeitschrittweite der Simulation. Moglicherweise handelt es sich um die
bereits mehrfach erwédhnten externen Schwerewellen, die bei der Losung der Flachwasser-
gleichungen auftreten.

Bereits geringe Storungen im Geschwindigkeitsfeld konnen zu groBen Anderungen im Vor-
ticityfeld fithren, wie in Abbildung [7.4] sichtbar wird:
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Abbildung 7.4: Artefakte im Vorticityfeld (links) zum Zeitpunkt ¢ = 7h in StormFlash
aufgrund von hochfrequenten Wellenstrukturen in der meridionalen Ge-
schwindigkeit (rechts). StormFlash.

Wird die Zugbahn des Wirbels nun als gewichteter Schwerpunkt der Vorticity bestimmt, so
verfilschen diese Artefakte die tatsédchliche Zugbahn. In einem zusétzlichen Postprocessing-
Schritt werden die StormFlash-Vorticityfelder deshalb so gegléttet, dass die hochfrequen-
ten Storungen in der Vorticity gerade verschwinden. Die Glattung erfolgt mit Hilfe eines
Gauffilters iiber jeweils 5 Gitterzellen in jede Raumrichtung.
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Abbildung 7.5: Ungeglittetes Vorticityfeld (links), geglittetes Vorticityfeld (rechts) zum
Zeitpunkt ¢t = 7h. StormFlash, hg.op = 25km, hyfei, = 6.25 km.
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7.2.1 Bewegung entlang einer Grenze — Szenario 1
HiFlow

Sowohl in Szenario 1a als auch in Szenario 1b oszilliert der Sturmtrack bei
den Simulationen mit HiFlow mit einer Amplitude von ~ 1.5 km, wobei sich das Zentrum
des Sturms immer im feinen Gebiet befindet. Diese Tendenz, die Anziehung des Wirbels
durch das feine Gitter in HiFlow, bestétigt sich auch in den Zugbahnen der Szenarien 2a,
2¢, 3a und 3c (Abbildungen [7.9a; [7.9¢| [7.11ajund [7.11c). Abgesehen von den beobachteten
Oszillationen behélt der Sturm seine Position in den Simulationen mit HiFlow sehr gut
bei.

StormFlash

Auch in den Simulationen mit StormFlash (Abbildungen bis ist eine Oszillation
des Wirbels sichtbar, angezogen wird er hier allerdings vom groben Gitter. Anders als in
den Simulationen mit HiFlow, bei denen kein zusétzliches Abdriften des Wirbels sichtbar
ist, wird der Sturm hier leicht abgelenkt.

Sowohl fiir Szenario 1a als auch fiir Szenario 1b ist zunéchst ein Drift in
Richtung des groberen Gitters sichtbar. In Szenario 1b dreht der Sturm nach 100 km in
Richtung Norden, d.h. in Richtung des feineren Gitters. Der dann folgende Trend liegt bei
1km Ablenkung nach Norden fiir 100 km zuriickgelegte Distanz in x-Richtung. In Szenario
la wird der Sturm wéhrend der gesamten Simulation um 1km/100 km in Richtung Norden,
d.h. in Richtung des groberen Gitters, abgelenkt. Insgesamt sind der beobachtete Trend
sowie die Oszillation relativ gering im Vergleich mit der Gitterweite von 25 km.

Eine Erklarung fiir die Oszillationen, die sowohl in den Simulationen mit HiFlow als auch
in denen mit StormFlash auftauchen, liefert in allen Fillen der Blick auf das Vorticityfeld
(Abbildung [7.6). Aufgrund des Gradienten in der Gitterauflésung entstehen spiralférmig
angeordnete Vorticitymaxima, die sich um das Sturmzentrum drehen. Wird das Sturm-
zentrum nun als gewichteter Schwerpunkt des Vorticityfeldes berechnet, so fallen diese
spiralformigen Maxima stark ins Gewicht. Der Sturm oszilliert also nur vermeintlich um
eine Ruhelage. Diese Oszillation ist jedoch klein im Verhéltnis zur Gitterweite.

N

(a) t =8h | (b) t =9h | | (c) t=10h

Abbildung 7.6: Szenario la — Vorticityfeld. Spiralférmig angeordnete Vorticity-Maxima.
StormFlash, hgrop = 25km, h e, = 6.25 km.



44 7. Numerische Tests I

o
=)

E— Ablehkung der Zugbahn |

|
o
[

|
=
o
T

A icity
lU.ﬂO'IS

|
-
%]
T

|
N
5]
T

I
w
=)

T

Ablenkung in y-Richtung [km]
O
(=}

T
T
|
w
%]

|
by
o

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Distanz in x-Richtung [km]

(a) Szenario la, HiFlow.

w
8

— Ablehkung der ZugBahn |

w
=)

N
5}
T

g
=)
T

T

]

=
u
T

=
o
T
L

Ablenkung in y-Richtung [km]

©
w0

a.ﬂW [

h =50.0 km

50 100 150 200 250 300 350 400
Distanz in x-Richtung [km]

o
o

o

(b) Szenario 1b, HiFlow.

Abbildung 7.7: Szenario la und 1b — Bewegung entlang der Grenze. Ablenkung von der
Zugbahn. HiFlow, hgop = 50km, hfe;n = 12.5km.
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Abbildung 7.8: Szenario 1a und 1b — Bewegung entlang der Grenze. Ablenkung von der
Zugbahn. StormFlash, hgrop = 25km, hfe;n = 6.25 km.
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7.2.2 Bewegung vom feinen ins grobe Gitter — Szenario 2
HiFlow

Bewegt sich der Wirbel vom feinen ins grobe Gitter, wird offensichtlich, dass die Ablenkung
im groben Gitter betragsmifiig wesentlich grofier ist als die im feinen Gitter (Abbildungen
bis . Das ist wenig iiberraschend, da die Zugbahn als gewichtetes Mittel der dis-
kreten Vorticitywerte an den Freiheitsgraden der Elemente berechnet wird. Bei groflerer
Gitterweite wird auch das gewichtete Mittel groflere Schwankungen aufweisen. Simulatio-
nen auf uniform verfeinerten Gittern bestétigen ebenfalls, dass die Schwankungen in der
Zugbahn grofer sind, je grofler die Gitterweite ist.

Ein zusétzlicher Einfluss des Gittergradienten orthogonal zur Bewegungsrichtung (2b) ist
nicht erkennbar. Steht der Gradient nicht senkrecht auf die Bewegungsrichtung (2a und 2c)
wird der Wirbel wie schon in Szenario 1a und 1b (Abbildungen und tendenziell
ins feinere Gitter gezogen.

StormFlash
In den Simulationen mit StormFlash (Abbildungen bis [7.10c) zeigt sich ein anderes

Verhalten. Hier hat der Gittergradient senkrecht zur Bewegungsrichtung einen merkbaren
Einfluss auf die Zugbahn des Wirbels: In Szenario 2b (Abbildung wird der Wirbel
stark nach Stiden ausgelenkt (=~ 8 km) sobald er in die Nihe des Gittergradienten kommt.
Nachdem das Sturmzentrum die Gittergrenze passiert hat, dreht der Sturm nach Norden
bis zu einer maximalen Auslenkung von circa 6 km, die er nach weiteren 100 km zuriick-
gelegtem Weg erreicht hat, anschlieflend bewegt er sich wieder nach Siiden. Am Ende der
Simulation, d.h. nach 400 zuriickgelegten Kilometern, betréigt die Auslenkung < 1km. Die
Ablenkung des Wirbels von der erwarteten Zugbahn nach 400 km ist also sehr gering.

In Szenario 2a und 2¢ (Abbildungen 7.10a und [7.10c) verhilt sich der Wirbel dhnlich wie in
Szenario 2b: Der Wirbel bewegt sich zunéchst in Richtung Stiden. Nach (2a) bzw. kurz vor
(2c) Passage des Gittergradienten dreht er nach Norden. Nach Erreichen der maximalen
Auslenkung in Richtung Norden, dreht er erneut nach Stiden. Wie schon in Szenario la
und 1b (Abbildungen|7.8a/und wird der Wirbel auch in Szenario 2a und 2c zusétzlich
ins grobere Gitter gezogen. So ist die Auslenkung in Richtung des groberen Gebiets, d.h.
nach Siiden (= 11km) in Szenario 2a betragsmifig wesentlich grofier als die anschlieende
Auslenkung in Richtung des feineren Gebiets nach Norden (=~ 7km) nach der Passage
des Gittergradienten. Umgekehrt ist die Auslenkung nach Siiden in Szenario 2c¢ (~ 3km)
wesentlich kleiner als die nach Norden (~ 10 km).

Nach 400 km betréigt die Ablenkung —6 km in Szenario 2a und —1km in Szenario 2¢. Im
Vergleich zur Gitterweite von 25 km stellen beide Werte eine geringe Abweichung dar.
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Abbildung 7.9: Szenario 2a, 2b, 2c — Bewegung vom feinen ins grobe Gitter. Ablenkung
von der Zugbahn. HiFlow, hgop = 50km, hfe;n = 12.5km.
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von der Zugbahn. StormFlash, hg.o, = 25km, hfe;n = 6.25 km.
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(b) Szenario 3b — HiFlow.
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(c) Szenario 3c — HiFlow.

Abbildung 7.11: Szenario 3a, 3b, 3c — Bewegung
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Abbildung 7.12: Szenario 3a, 3b, 3c — Bewegung vom groben ins feine Gitter. Ablenkung
von der Zugbahn. StormFlash, hg.o, = 25km, hfe;n = 6.25 km.
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7.2.3 Bewegung vom groben ins feine Gitter — Szenario 3
HiFlow

Zieht der Sturm vom groben ins feine Gitter, so schwankt die Zugbahn im groben Gebiet
zunéchst stark (Abbildungenen bis(7.11c). Vor dem Erreichen der Gittergrenze wird
der Wirbel deutlich nach Norden ausgelenkt. In Szenario[7.11bJund [7.11c|erreicht der Wir-
bel 50 km vor der Gittergrenze seine maximale Auslenkung von 8 km (3b) bzw. 6 km (3c),
in Szenario 3a ist neben einem erten Auslenkungsmaximum von 6 km nach 150 Kilome-
tern ein weiteres Maximum von 8 km Auslenkung wenige Kilometer nach der Gittergrenze
vorhanden.

Nachdem der Wirbel die Gittergrenze passiert hat, setzen sich die Stérungen in der Zug-
bahn im feinen Gebiet fort. Nach 400 km hat der Wirbel eine Auslenkung von 5km (3a),
1km (3b) und 6 km. Die feine Gitterauflosung ist nicht in der Lage, die Schwankung, die
die Zugbahn bei Eintritt in das Gebiet zeigt, abzuddmpfen. Es liegt sogar die Vermutung
nahe, dass der Wirbel nun endgiiltig seine zu erwartende Zugbahn verlésst.

Tatséchlich ist das nicht der Fall. Eine Simulation {iber eine lange Distanz von circa
3600 km (Abbildung zeigt, dass sich der Sturm nach 1000 km zuriickgelegtem Weg
im feinen Gebiet wieder beruhigt, die Zugbahn scheint zu konvergieren. Trotzdem ist der
Wirbel dann um circa 4km in negative y-Richtung abgelenkt, was bei einer Gitterweite
von 12.5km dennoch keine grofie Ablenkung darstellt.
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Abbildung 7.13: Bewegung vom groben ins feine Gitter, Ablenkung von der Zugbahn tiber
eine lange Distanz (=~ 3600 km). HiFlow, hgpop = 50km, hfein, = 12.5km.

StormFlash

In den StormFlash-Simulationen (Abbildungen bis ist fiir dieses Szenario ein
sehr &hnliches Verhalten wie in den entsprechenden HiFlow-Simulationen (Abbildungen
7.11b und [7.11c) sichtbar. Auch hier wird der Wirbel vor der Gittergrenze deutlich nach
Norden ausgelenkt. In Szenario 3b und 3c erreicht er das Maximum der Auslenkung er
ebenfalls 50 km vor der Gittergrenze, in Szenario 3a bereits 100 km vor der Grenze. Wah-
rend der néchsten 100 km bewegt sich der Wirbel in Richtung Siiden. Nach Erreichen der
maximalen siidlichen Auslenkung dreht er wieder nach Norden, um dort nach weiteren
100 km einen zweites Maximum nérdlicher Auslenkung zu erreichen. Die Auslenkung nach
400 zuriickgelegten Kilometern betragt 0 km in Szenario 3a, 2km in Szenario 3b und 4 km
in Szenario 3c.
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Wie auch in den StormFlash-Simulationen fiir Szenario 2 entspricht die Zugbahn von Sze-
nario 3a und 3c einer Uberlagerung der Zugbahn von Szenario 1a, 1b und 3b (Abbildungen
7.8al,[7.8b/ und [7.12b). Auch hier wird der Sturm tendenziell ins grobere Gitter gezogen:
Die maximale nérdliche Auslenkung in Szenario 3a betrigt 2km bzw. 3km. Die maxi-
male siidliche Auslenkung, d.h. die Auslenkung in Richtung des groberen Gitters betragt
5km. In Szenario 3c betrigt die maximale Auslenkung in Richtung des grober verfeinerten
Nordens 7km, die maximale Auslenkung in Richtung Siiden nur 2 km.

Anders als in HiFlow ist das feine Gitter insgesamt besser in der Lage die Stérung die
im groben Gitter entstanden ist abzuddmpfen. Der Wirbel kehrt auf seine urspriingliche
Zubahn zuriick, die Stérung nimmt ab.

7.3 Anderung der Intensitit

Als Maf fiir die Intensitéit dient die kinetische Energie des Wirbels. Dazu wird der Hin-
tergrunddrift von den Geschwindigkeitskomponenten abgezogen, die Beitrige werden qua-
driert und iiber das gesamte Gebiet integriert. Da der Hintergrunddrift konstant ist, sollte
dieser keine numerischen Verluste verursachen, denn die numerische Reibung ist analog zur
physikalischen Reibung proportional dem Laplace der Geschwindigkeit. Die so berechnete
Energie dient als Maf fiir die kinetische Energie des Wirbels. Dass dies ndherungsweise
zutrifft, ist in Abbildung zu sehen.
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Abbildung 7.14: Relative Anderung der kinetische Energie eines Wirbels mit und ohne
Hintergrundstromung, uniform verfeinertes Gebiet. HiFlow, h = 12.5 km.

Verglichen wird hier die kinetische Energie eines Wirbels mit Hintergrundstrémung mit der
eines Wirbels ohne Hintergrundstromung. Der Wirbel ohne Hintergrundstrémung verliert
etwas weniger Energie als der bewegte Wirbel. In guter Ndherung entspricht die kinetische
Energie des Wirbels dennoch der hier approximierten kinetischen Energie des Wirbels.

Betrachtet werden nur diejenigen Szenarien, bei denen sich der Wirbel frontal auf die
Grenze in der Gitterauflosung zubewegt, also gerade Szenario 2b und Szenario 3b (Ab-
bildungen [7.15, [7.16| [7.17] und [7.18). Fiir alle iibrigen Simulationen unterscheidet sich der
Energieverlust kaum von den beiden hier ausgewihlten Szenarien. In Abbildung|7.15]
7.17)und ist neben dem relativen Energieverlust der betrachteten Szenarien jeweils der
Energieverlust eines groben und eines feinen Referenzlaufes abgebildet. In allen simulier-
ten Szenarien zeigt sich, dass der Energieverlust im groben und im feinen Gebiet jeweils
dem Verlust entspricht, den der Wirbel in einem uniformen Gitter der entsprechenden
Gitterweite hat.
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HiFlow

In Szenario 2b verliert der Wirbel zunéchst wenig Energie (Abbildung . Von Kilo-
meter 0 bis 100 folgt der Energieverlust sehr genau dem des feinen Referenzlaufes. Da
der Wirbel selbst einen Radius von 100 km hat, befindet sich der Wirbel von da an schon
teilweise im gréberen Gebiet, der Energieverlust nimmt zu. Nach Ubertreten der Grenze
zwischen Kilometer 200 und 250 folgt die Passage eines kurzen Gitterabschnittes mit einer
rechentechnisch bedingten Auflésung von 25 km — hier steigt der Energieverlust weiter, bis
er etwa ab Kilometer 300 dem des groben Referenzlaufes entspricht.

Der Energieverlust in Szenario 3b verhilt sich analog (Abbildung : Zunichst ver-
liert der Wirbel so viel Energie wie im groben Referenzlauf. Der Ubergangsbereich in der
Gitterauflosung befindet sich hier zwischen Kilometer 150 und 200, ab etwa 100km ist
eine deutliche Abweichung von der groben Referenzkurve zu sehen. Beim Eintritt ins feine
Gebiet entspricht der Energieverlust bereits dem des feinen Referenzlaufes.

Ein zusétzlicher Effekt durch die Grenze in der Gitterauflésung ist nicht sichtbar.
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Abbildung 7.15: Szenario 2b — Bewegung vom feinen ins grobe Gitter. Relative Anderung
kinetische Wirbelenergie. HiFlow, hg,op = 50km, hfe;n = 12.5km.
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Abbildung 7.16: Szenario 3b — Bewegung vom groben ins feine Gitter. Relative Anderung
kinetische Wirbelenergie. HiFlow, hg,op = 50km, h e, = 12.5 km.
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StormFlash

Auch in den StormFlash-Simulationen verh#lt sich der Energieverlust des Wirbels sehr
dhnlich dem Energieverlust auf einem uniform verfeinerten Gitter der entsprechenden Git-
terauflosung. Der Ubergangsbereich zwischen dem Energieverlust im feinen zum groben
Gitter in Szenario 2b (Abbildung setzt hier jedoch etwas frither ein als in der ent-
sprechenden HiFlow-Simulation.

Auffillig ist der Energieverlust in Szenario 3b (Abbildung: Waéhrend der ersten 40 km
verhilt sich der Energieverlust wie der Verlust auf einem uniformen groben Gitter. Wih-
rend der néchsten 150 km verliert der Wirbel wesentlich weniger Energie als beim groben
Referenzlauf. Diese Beobachtung steht im Zusammenhang mit den in Abschnitt |7.2| bereits
beschriebenen hochfrequenten Stérungen im Geschwindigkeitsfeld (Abbildung [7.4). Durch
die wellenartigen Strukturen im meridionalen Geschwindigkeitsfeld entstehen zu hohe Ge-
schwindigkeitsbeitrige, deren quadratische Beitridge zur Wirbelenergie mafigeblich fiir den
geringeren Energieverlust in diesem Bereich verantwortlich sind.
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Abbildung 7.17: Szenario 2b — Bewegung vom feinen ins grobe Gitter. Relative Anderung
kinetische Wirbelnergie. StormFlash, hg.o, = 25km, h e, = 6.25 km.

I
=
o
=

NN : 2 ‘ h=250km: ‘ h=6.25km

=
o
o

o
O
T

©o ©o O
(=] ~ 00
T T

©
w1

— adaptiertes Gitter Seo
------ feines Referenzgitter ~<
- - grobes Referenzgitter

©
S

Kinetische Energie des Wirbels [%]

o
w

; ) dt = 0.5 sec
50 100 150 200 250 300 350 400
Distanz in x-Richtung [km]

N
©
N

o

Abbildung 7.18: Szenario 3b — Bewegung vom groben ins feine Gitter. Relative Anderung
der kinetischen Energie des Wirbels. StormFlash, hgrop = 25km, htein =
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7.4 Fazit

Sowohl die kinetische Wirbelenergie als auch die Zugbahn eignen sich gut um die korrekte
Darstellung der Physik der betrachteten Szenarien la, 1b, 2a, 2b, 2c¢, 3a, 3b und 3c zu
untersuchen. HiFlow und StormFlash liefern hier beide sehr gute, qualitativ vergleichbare
Ergebnisse.

Die Zugbahn des Wirbels wird durch die Grenze der Gitterauflésung leicht beeinflusst,
je nach verwendetem Software-Paket existieren unterschiedliche Trends. Prinzipiell ist die
Auslenkung des Wirbels im groben Gebiet grofler als die im feinen Gebiet. Ist der Wirbel
beim Ubergang vom groben ins feine Gebiet bereits stark abgelenkt, so ist das feine Gitter
in HiFlow jedoch nicht in der Lage diese Schwankung sofort zu ddmpfen, der Wirbel wird
dann zuniichst weiter stark ausgelenkt. Erst iiber eine lingere Distanz (=~ 1000 km) tritt
eine Dampfung der Schwankung auf und der Sturmtrack scheint wieder zu konvergieren.
In StormFlash wird die Storung besser geddmpft, so dass der Wirbel nach 400 km wie-
der ungefihr seiner uspriinglichen Zugbahn folgt. Bewegt sich der Wirbel entlang einer
Gittergrenze, oszilliert das Sturmzentrum um die erwartete Zugbahn. Grund dafiir sind
spiralformig angeordnete Vorticitymaxima, die in Folge des Gittergradienten entstehen. In
HiFlow wird der Wirbel zusétzlich zur Oszillation tendenziell ins feinere Gitter gezogen,
in StormFlash ins grobere Gitter. In allen Féillen ist die Auslenkung jedoch gering im
Vergleich mit der Gitterweite.

Der Ubergang zwischen den unterschiedlich aufgeldsten Gittern verursacht prinzipiell kei-
nen zusétzlichen Energieverlust. Der Energieverlust in den einzelnen Gebieten entspricht
jeweils dem Verlust auf einem uniformen Gitter der jeweiligen Gitterauflésung. Eine Aus-
nahme existiert: Bewegt sich der Wirbel vom groben ins feine Gebiet, so entstehen in den
Simulationen mit StormFlash hochfrequente Storungen in der meridionalen Geschwindigkeits-
komponente. Diese reduzieren den Energieverlust voriibergehend.

Beide Software-Pakete liefern fiir die hier betrachteten Szenarien also vergleichbare Ergeb-
nisse. Dabei muss jedoch darauf hingewiesen werden, dass die simulierten Szenarien stark
idealisiert sind. Die Simulation komplexerer Szenarien kénnen zu ganz anderen Ergebnissen
fithren. Denkbar ist beispielsweise, dass unterschiedlich starke Konvektion an einer Auf-
losungsgrenze zu einer deutlich stdrkeren und dauerhafteren Asymmetrie und Ablenkung
des Sturms fithren kann. Mit Hilfe dreidimensionaler Simulationen kénnte diese Vermutung
néher untersucht werden.

Wie in Abschnitt und bereits erklért, unterscheiden sich die beiden Verfahren
jedoch signifikant in ihrer notwendigen Rechenzeit. Zu beachten ist, dass StormFlash als
unstetiges Verfahren einen potentiellen Vorteil in der Parallelisierbarkeit besitzt. Da Storm-
Flash zum Zeitpunkt der Durchfithrung der Simulationen nur seriell ausfithrbar war, konnte
dieser jedoch nicht ausgenutzt werden.

In Tabelle[7.1]sind exemplarisch die entsprechenden Rechenzeiten fiir die serielle Simulation
von Szenario la, einen groben und einen feinen Referenzlauf aufgefiihrt.

’ ‘ HiFlow ‘ StormFlash

Szenario la 24 min 8478 min
grober Referenzlauf | 7min 2414 min
feiner Referenzlauf | 85 min ?

Tabelle 7.1: Vergleich der Rechenzeiten in HiFlow und StormFlash.
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Das Verhiltnis der Rechenzeiten der beiden Verfahren liegt in allen Simulationen zwischen
300 und 400. Mit HiFlow lassen sich also in wesentlich kiirzerer Zeit qualitativ gleichwertige
Ergebnisse wie mit StormFlash erzielen. Dies soll jedoch kein generelles Urteil sein, sondern
lediglich ein Vergleich fiir die in dieser Diplomarbeit betrachteten Szenarien unter den in
Abschnitt [6) beschriebenen Einstellungen. Eine Verkiirzung der Rechenzeit in StormFlash
lieBe sich auf verschiedene Wege realisieren. Insbesondere im Hinblick auf eine mégliche
Parallelisierung, den Finsatz eines semi-implizites Zeitschrittverfahren und die Dampfung
externer Schwerewellen besteht viel Potential fiir eine Verkiirzung der Rechenzeit. Der
dazu notige Implementierungs-Aufwand {ibersteigt diese Diplomarbeit leider.






8. Adaptivitit

Das Ziel raumlicher Gitter-Adaptivitit ist die Maximierung der Effizienz des Gitters durch
automatische Anpassung. Adaptivitiat kann ein sehr méchtiges Werkzeug sein — aber nur
unter der Voraussetzung, dass sie richtig eingesetzt wird. Verschiedene Anwendungen
konnen eigene, problemspezifische Adaptions-Methodiken erfordern. Die Methodik setzt
sich dabei zusammen aus einer Adaptions-Technik, einem Adaptions-Kriterium und einer
Adaptions-Strategie. Eine schone Ubersicht iiber adaptive Methoden in der Modellierung
der Atmosphiére findet sich im Buch von Behrens [19]. Anhand von zahlreichen Beispielen
aus dem Bereich der Meteorologie stellt dieses die Prinzipien der Adaptivitit vor. Weiter
umfasst es Aspekte der Gittergenerierung, der effizienten Strukturierung von Daten, der
Parallelisierung und der Numerik.

Hinter dem Begriff der Adaptions-Technik verbirgt sich die Frage, was eine Verfeinerung
oder eine Vergroberung rein technisch bedeutet. In Teil wurde bereits gezeigt, dass
der Fehler der Finite-Elemente-Lésung sowohl durch Erhohen der Gitterauflosung, als auch
durch Erhohen des Polynomgrads der Ansatz- und Testfunktionen verringert wird. Dane-
ben existieren noch Strategien der Gitterverformung. In dieser Arbeit wird ausschliefllich
die Methode der Erhohung der Gitterauflésung angewandt, die sogenannte h-Adaptivitét.

Zur Steuerung der Gitter-Adaption dienen Indikatoren, die sich aus physikalischen oder
mathematischen Eigenschaften des betrachteten Problems ableiten lassen. Das Adapations-
Kriterium legt dabei den Indikatorwert einer Zelle fest. Geméfl Behrens lassen sich
Adaptions-Kriterien zwei verschiedenen Paradigmen zuteilen: Physikalisch motivierte Ad-
aptivitdt und mathematisch motivierte Adaptivitéit. Physikalisch motivierte Anséitze pas-
sen das Gitter lokal so an, dass das Gitter das physikalische Problem selbst besser auflost.
Als Adaptions-Kriterium flieflen vorher definierte physikalische Eigenschaften des simulier-
ten Problems ein, die das Problem charakterisieren. Beispiele hierfiir sind Druckminima
oder Vorticitymaxima fiir Zyklone. Mathematisch motivierte Ansétze verfeinern das Gitter
stattdessen in Abhéngigkeit vom Fehler der approximierten Losung. Die Giite einer appro-
ximierten Losung zu einer exakten Losung ldsst sich asymptotisch im Vorhinein iiber so
genannte a priori Fehler abschétzen. Die Berechnung des a priori Fehlers setzt allerdings
voraus, dass die exakte Losung bekannt ist. In der Praxis wird das iiblicherweise nicht der
Fall sein. A posteriori Fehlerschéitzer ermoglichen eine Abschitzung des Fehler auch ohne
Kenntnis der exakten Losung. Diese Klasse von Fehlerschitzern bildet die Basis der hier
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verwendeten mathematisch motivierten Adaptions-Ansétze. Gebiete mit hoher physikali-
scher Aktivitét, etwa Gebiete mit groflen Druckgradienten, sind héufig auch die Gebiete,
die einen groflien numerischen Fehler erzeugen. Hiufig fithren beide Ansédtze deshalb zu
sehr dhnlichen Verfeinerungen.

Als Adaptions-Strategie versteht man die Strategie, die aus einem Gitter, fiir welches zell-
weise Indikatorwerte vorliegen, sukzessive das optimale Gitter erzeugt. Die Fragen hierbei
sind, welche Anforderungen das adaptierte Gitter erfiillen soll und wie dieses optimale Git-
ter erzeugt werden kann. Dabei wird zundchst angenommen, dass als Adaptions-Kriterium
ein beliebiges zellweises Fehlermafl ausgewiahlt wurde. Eine typische Anforderung an das
adaptierte Gitter ist, dass die Fehlerbeitrige der Zellen auf dem gesamten Gebiet ausba-
lanciert sind, sich die Anzahl an Zellen jedoch nicht verdndert. Bei diesem Ansatz reduziert
sich der globale Fehler und die Qualitdat der Losung steigt. Da sich die Problemgrofie und
damit auch der Rechen- und Speicherbedarf nicht verindert habe ist das resultierende,
adaptierte Gitter effizienter als das Ausgangsgitter.

8.1 Adaptions-Kriterien

Die Auswahl des richtigen Adaptions-Kriteriums ist grundlegend fiir effiziente Adaptivi-
téat. Werden zu viele Elemente zur Verfeinerung ausgewéhlt, wird die approximierte Losung
zwar genauer, die Methode verliert aber an Effizienz, da die Rechendauer verhéltnisméafig
stark zunimmt. Werden umgekehrt zu wenige Elemente ausgewihlt, wird sich die Rechen-
zeit verkiirzen, gleichzeitig verliert die Losung aber wieder an Genauigkeit. Gesucht ist
also ein Kriterium, das die Effizienz des optimierten Gitters maximiert.

8.1.1 Physikalisch motivierte Adaptivitéat

Die Verwendung physikalisch motivierter Kriterien entspringt dem Ansatz, dass ein Pro-
blem physikalisch genauer beschrieben werden kann, je feiner das Gitter aufgelost ist, auf
dem es definiert ist. Als Beispiel dienen orografisch erzeugte Lee-Wellen auf der wind-
abgewandten Seite eines Gebirgskamms. Lee-Wellen sind stationdre Schwerewellen, die
bei stabil geschichteter Atmosphére durch vertikales Auslenken der Grundstrémung beim
Umstromen eines Gebirges enstehen kénnen. Die Lénge einer solchen Lee-Welle betragt
wenige Kilometer [20], der Gebirskamm kann sich iiber eine Distanz von mehreren 10km
erstrecken. Simuliert man die Stromungsdynamik um das Gebirge auf einem Gitter der
Gitterweite 10 km, ist der Gebirgskamm bereits gut aufgelst, nicht aber die Lee-Wellen.
Die approximierte Losung wird ein anderes Stromungsmuster darstellen, verglichen mit
einer approximierten Losung auf einem feiner aufgelosten Gitter. Da dieses physikalische
Phédnomen nur lokal stattfindet, wére es sogar ausreichend, nur das Gebiet, in dem das
Phénomen auftritt, zu verfeinern.

Eine Ubersicht iiber physikalische Kriterien zur adaptiven numerischen Simulation von
Zyklonen findet sich in der Dissertation von Jablonowski [21]. Bei den meisten der dort
vorgestellten Kriterien handelt es sich um Gradienten von Gréflen, die in einem zusétz-
lichen Schritt diagnostisch berechnet werden miissen. Verglichen mit Kriterien auf Basis
der prognostischen Modellvariablen, erfordern solche Kriterien verhéltnisméflig viel Spei-
cherkapazitdten und einen erhéhten Rechenaufwand.

Hiufig werden Indikatoren definiert, die auf dem Maximum der relativen Vorticity &,q, auf
einer bestimmten Geopotentialfliche, iiblicherweise auf 850 hPa, basieren. Die Adaptions-
Vorschrift konnte dann folgendermaflen lauten:

! Abgesehen von Auswirkungen auf den méglichen Zeitschritt, siche CFL-Kriterium in Abschnitt
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Verfeinere alle Zellen, deren Vorticity-Wert mindestens 50% des Vorticity-
Mazimums betrdgt.

Neben dem Maximum, kann auch der Gradient der Vorticity verwendet werden. Weitere
populére Kriterien lassen sich aus dem Gradienten oder der zweiten Ableitung des Geo-
potentials ableiten.

Soll zur Gitter-Adaption eine Strategie verwendet werden, die darauf abzielt, Indikator-
werte gleichzuverteilen, miissen bei der Ableitung eines Indikators fiir ein physikalisches
Kriterium gewisse Dinge beachtet werden. Anders als bei mathematischen Fehlerschét-
zern existiert hierfiir in der Regel kein natiirlicher Zusammenhang zwischen Zellgréfe und
physikalischem Kriterium. Im Folgenden wird nun davon ausgegangen, dass sich fiir ein
physikalisches Kriterium & ein zellweiser Indikator nx konstruieren lésst, der sich im Be-
zug auf die Gitteraufldsung so verhilt wie ein mathematischer Fehlerschétzer, d.h. dass
der Indikatorwert mit zunehmender Gitterauflésung abnimmt.

Der Indikator soll sich zusammensetzen aus dem Zellintegral iiber das Kriterium, gewichtet
mit der Gitterweite

N = hf{z/ d dK VK €T,
K

Der Faktor h;f normiert den Indikatorwert mit der Zellgrofle der betrachteten — hier
quadratischen — Zelle, der Koeffizient 3 ist abhéngig vom verwendeten Kriterium und der
betrachteten Anwendung geeignet zu wahlen.

Die in den numerischen Tests in Kapitel [9] verwendeten physikalischen Kriterien beruhen
auf dem Maximum der Energie und dem Maximum der Vorticity. Fiir den verwendeten
Vorticity-Indikator wurde ® = ¢2, fiir den Energie-Indikator ® = Ej;, = u? + v? gewihlt.
Wie das resultierende Gitter schlussendlich aussehen wird, ist stark davon abhéngig, wie
der Koeffizient 8 gewihlt wird. Wihlt man beispielsweise 8 = 0, wird das Gitter in jedem
Adaptions-Zyklus an den Stellen verfeinert, an denen der Betrag der Vorticity grof} ist.
Das wiirde bedeuten, dass immer der selbe Bereich verfeinert wird. Die Wahl von [ ist
keinesfalls trivial und benétigt einige Uberlegungen und experimentelle Tests im Vorfeld.
In Abbildung ist das Gitter der Simulation eines Sturm-Sturm-Szenarios zu sehen,
welches in 6 Adaptions-Zyklen auf Basis des Vorticity-Indikators der Startlosung verfeinert
wurde. Das Startgitter hat 2500 Zellen, je Zyklus werden 5% der aktuellen Anzahl an Zellen
verfeinert. Nach 6 Adaptions-Zyklen resultiert ein Gitter mit 6610 Zellen. Die Simulationen
unterscheiden sich nur in der Wahl des Koeffizienten (.

Je nach Wahl von § ist die Differenz der Gitterauflosung der feinsten und der grobsten
Zelle unterschiedlich groff. Fiir die Wahl von 8 = 1 ist die am feinsten aufgeloste Zelle 7
mal verfeinert worden relativ zur grobsten Zelle. Fiir § = 16 ist die feinste Zelle 3 mal so
fein wie die grobste. Je kleiner 8 gewéhlt wird, desto lokaler erfolgt die Verfeinerung, desto
grofer ist auch der Gradient in der Gitterauflosung und desto mehr Verfeinerungsstufen
liegen zwischen dem am feinsten und dem am grobsten aufgelosten Gebiet. Fiir grofiere
Werte von 8 wird insgesamt ein grofleres Gebiet verfeinert, dieses wird allerdings weniger
stark verfeinert.

Die in Kapitel |9/ auf Basis der physikalischen Indikatoren adaptierten Simulationen wurden
unter Wahl verschiedener § mehrfach durchgefiihrt. Eine Parameter-Studie hierzu findet
sich in Abschnitt
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Abbildung 8.1: Adaptiertes Gitter nach 6 Adaptions-Zyklen. Vorticity-Indikator. 8 = 1
(links oben), 8 = 2 (rechts oben), 5 = 4 (links unten), 8 = 16 (rechts

unten).

8.1.2 Mathematisch motivierte Adaptivitét

Die mathematisch motivierte Adaptivitit basiert auf der Idee, die Losung lokal an den Stel-
len zu verbessern, an denen die Fehlerbeitrage besonders grofy sind. Dazu wird zunéchst
eine Rechnung auf einem groben, provisorischen Gitter durchgefiihrt. Uber die approxi-
mierte Losung auf dem groben Gitter lasst sich a posteriori, also im Nachhinein, eine
Aussage iiber den Fehler auf jeder einzelnen Zelle machen. Auf Basis dieser Information
lésst sich das Gitter dann verfeinern. Bis ein optimales Gitter erzeugt wurde, bei dem der
Fehler in jedem Element etwa gleich grof} ist, muss obiger Prozess gegebenenfalls mehrfach
wiederholt werden.

8.1.2.1 A posteriori Fehlerschitzer

Die Abschitzung des Fehlers iiber a posteriori Schétzer erfordert keine Kenntnis der ex-
akten Losung, sondern nur Kenntnis der diskreten Losung selbst:

[lw = unl| < [[D(un)]],

wobei D(uy) eine Funktion der diskreten Losung ist. Die Abschéitzung kann also ausschlief3-
lich a posteriori, also im Nachhinein, erfolgen. Der Fehler kann dabei in unterschiedlichen
Normen gemessen werden, sehr geldufig ist die Norm des Sobolovraums H&, die sogenannte
Energienorm

lu —unllE = |[u —unl|p2) + [IV(u — up)||r2(0)-
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Eine Ubersicht iiber fiinf populdre Ansitze fiir a posteriori Fehlerschétzer findet sich in
Braess [6] S. 166ff.]. In dieser Arbeit wird ausschlieBlich der hier vorgestellte residuale Fel-
erschitzer nach Babuska und Rheinboldt verwendet. Die Herleitung erfolgt in Anlehnung

an [6].
Residuale Schitzer

Als erstes Beispiel dient die Poisson-Gleichung —Au = f in {2 mit homogenen Dirichlet-
Réndern u = 0 auf 9. Gesucht ist die Losung u € V = H ().

Das kontinuierliche Problem wird numerisch approximiert durch eine diskrete Finite Ele-
mente Losung wup mit up € Vi, C V. Das Gebiet () wird zerlegt in eine quasiuniforme
Triangulierung T}, von €.

Der Diskretisierungsfehler der diskreten Losung fiir die Zelle K lisst sich aufteilen in ein
flachenbezogenes Residuum Ry und kantenbezogene Spriinge Rr,., wobei I' die Menge
aller Kanten des Elements K € T} ist. Die kantenbezogenen Spriinge entstehen durch
Spriinge der Ableitungen an den Elementgrenzen.

Das Residuum der diskreten Losung wuy, ist definiert durch
R (up) :== (f + Auh)h{ VK € Ty,
man erhélt es durch Einsetzen der diskreten Losung in das kontinuierliche Problem.

Die kantenbezogenen Spriinge berechnen sich aus der Differenz der Fliisse in Normalen-
richtung iiber eine Kante (in 2D) bzw. eine Fliche (in 3D). Der Kantensprung einer ge-
meinsamen Elementkante e eines Elements K und seinem Nachbarn K’ ist

Re(up) = [8nuh]|e Ve e T'k
[Onun]|, = [Vup - 7], == (VuhIK/ﬂe - Vuh“mﬁ) -1

wobei 77 der Normalenvektor des Elements K ist. Der Normalenvektor des benachbarten
Elements ist dann schlussfolglich 7/ = —7.

Der geschitzte Fehler ng auf einem Element K setzt sich zusammen aus dem Residuum
und den Spriingen,

2

1
mic = Wl RiclZa + 5 D ARl VK € Ty,

eel'k

hx kennzeichnet die Kantenléinge des Elements K, der bei Verwendung von Viereck-
Elementen gleich der Linge der Kante e € I'k ist.

Da iiber die Elemente und nicht iiber die Kanten summiert wird, werden die Spriinge mit
dem Faktor % gewichtet. Bei periodischen Gebieten wird so jeder Kantensprung genau ein-
mal mit einbezogen, da eine Kante in diesem Fall immer genau zwei angrenzende Elemente
besitzt.

Der globale Fehler 7 lasst sich abschétzen iiber

[NIES

lu — up| g0 < e, ni=10> 0k
KeTy
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und

i < ca S llu—unllfwe + Y B = fulliage oo s
K'ewg

wobei ¢ = ¢(, k) eine Konstante in Abhéingigkeit des Gebiets 2 und des Regularitéits-
parameters k ist. wx bezeichnet die Vereinigung des Elements K und seiner Nachbarn.
Beweise beider Abschétzungen finden sich im Buch von Braess [6] S. 169].

Residualer Schitzer fiir die Navier-Stokes-Gleichungen

Auch fiir die stationéren Navier-Stokes-Gleichungen,

1
—VAU—l—(ﬁ-V)ﬁ—I-;Vp:f in Qx (0,7)
V-i=0 in Q@ x (0,7)

mit Dirichlet-Randbedingungen v = 0 auf 0f2, ldsst sich ein residualer Fehlerschétzer her-
leiten, der sich auch bei zeitabhéngigen Problemen anwenden ldsst. Die Fehlerbeitréige set-
zen sich wieder aus flichenbezogenen Residuen und kantenbezogenen Spriingen zusammen.
Zusétzlich kommt noch ein weiterer Term hinzu, welcher die Fehlerbeitridge der geforderten
Divergenzfreiheit beriicksichtigt:

RK,div(uh) = (V : 2_[h)‘K VK €Ty,
Die zellweisen Flachenresiduen der diskreten Losung der Navier-Stokes-Gleichungen sind

1
Rk(uh) = (f + vAUy, — (ﬁh . V)ﬁh - prh> VK € Ty,

|k

die kantenbezogenen Spriinge sind wieder

Re(up) == [8nuh]|e Ve e I'k.

Der geschétzte Fehler je Element ist dann

SIS

1
NKg ‘= h%(HRKH%Z(K) + B Z hK”ReH%Q(e) + HRK,divH%Q(K) VK € T

ecl i

Auch hier ldsst sich der globale Fehler abschéitzen iiber

N

lu —up|lg.0 + |lp = prll2@) < an, n:= Z M
KeTy

und

[N

mic < ez {llu = wnl b + llp = pal 22y + O (1) } VK € T).

Der Beweis hiervon findet sich in Verfiirth [22].
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8.1.2.2 Zielorientierte Adaptivitit

Mit Hilfe der bisher vorgestellten residualen Fehlerschétzer kann das Gitter so angepasst
werden, dass der Fehler der approximierten Losung in einer gewissen globalen Norm mini-
miert wird. Das Gitter wird also so verfeinert, dass die Losung moglichst genau wird. Fiir
viele Anwendungen ist der Fehler der Losung, gemessen in globalen Normen, von unterge-
ordnetem Interesse. Stattdessen interessiert der Fehler im Hinblick auf ein physikalisches
Funktional J, z.B. einer lokalen Grofe.

Zur Anschauung dient das folgende Beispiel: Eine zweidimensionale Geschwindigkeits-
verteilung wird simuliert mit Hilfe eines entsprechenden numerischen Modells. In jedem
Schritt wird der a posteriori Fehler der Losung, also der Fehler der Geschwindigkeitskom-
ponenten u und v, berechnet. Auf Basis dieser Information wird das Gitter so verfeinert,
dass lokale Fehlerbeitréige einen Schwellwert nicht iiberschreiten. Die auf dem adaptierten
Gitter berechnete Losung v und v sollte nun genauer sein. Das bedeutet aber nicht automa-
tisch, dass der Fehler in J damit ebenfalls geringer ist. Bestrebt man die Gitter-Adaption
stattdessen so, dass man sie direkt auf das Ziel J auslegt, so wird das resultierende adap-
tierte Gitter im Hinblick auf dieses Ziel effizienter sein. Die Steuerung der Gitter-Adaption
wird dann nicht mehr anhand des Fehlers der Lésung in einer globalen Norm, sondern
beziiglich des Zielfunktionals durchgefiihrt.

Die Klasse der zielorientierten Fehlerschditzer berechnet also a posteriori den Fehler eines
Zielfunktionals J, |J(u) — J(up)|. Die Sensitivitit dieses Fehlers auf lokale Fehlerquellen
kann in der Regel nicht zufriedenstellend durch globale Stabilitdtskonstanten dargestellt
werden. Stattdessen verwendet man Dualitdts-Techniken, bei denen die Sensitivitit tiber
lokale Faktoren dargestellt wird. Lokale Fehler des Zielfunktionals werden dazu mit Ge-
wichten multipliziert, die die Abhéngigkeit des Fehlers auf die lokalen Residuuen des Ziel-
funktionals beschreiben. Die lokalen Residuen lassen sich wiederum iiber eine Gitterverfei-
nerung oder —vergroberung steuern. Die Gewichte erhélt man dann durch die numerische
Berechnung eines linearen adjungierten Problems in einem anderen Finite Elemente Raum.

Dieser Ansatz der so genannten Dual Weighted Residual Method geht zuriick auf Becker
und Rannacher [23]. Anders als der residuale Fehlerschiitzer, der sich auf den Fehler der
Losung u — up, in einer globalen Norm bezieht, bietet dieser Fehlerschitzer Informatio-
nen iiber den lokalen Fehler eines Funktionals |J(u) — J(up)|, indem das Residuum p(up,)
gewichtet wird mit der Sensitivitit wy,(z) des Zielfunktionals auf lokale Fehlerquellen:

|/ (u) = J(un)| = (p(un), wn(2)).
z ist die Losung des adjungierten Problems.

Herleitung

Gegeben seien eine Bilinearform A(-,-) und ein lineares Funktional F'(-), beide seien in
einem Funktionenraum V' definiert. Gesucht ist die Losung von

A(u, @) = F(y) Vo eV, (8.1)
unter der Nebenbedingung, dass das Funktional J(u) minimiert wird.

J(u) = min!

Es handelt sich damit um ein Optimierungsproblem J(u) = min.
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Die kontinuierliche Losung u € V wird approximiert durch eine Galerkin-Losung wup, €
V, CV,

A(up, on) = F(pn) Vop € Vi, (8.2)

unter der Nebenbedingung, dass J(u) = min.

Verfeinert werden soll dort, wo die lokalen Beitrége des Fehlers |J(up) — J(u)| entstehen.
Obiges Optimierungsproblem lésst sich auch als Lagrange’sches Funktional darstellen:
L(u,z) == J(u) + F(z) — A(u, 2) Vze V.

Die minimale Losung u entspricht den stationdren Punkten des Lagrange’schen Funktio-

nals,

L A
dL(u, 2) _ dJ(u)  dA(u,z) _0 YoeV
du du |, du |,

und

dL(u,z) dF(z)  dA(u,z)
dz dz dz

=0 Vo € V. (8.3)

le le

Da F und A linear bzw. bilinear in z und u sind, vereinfacht sich Gleichung 1 zum
Ausgangsproblem (8.1): F(¢) = A(u, ¢).

Gesucht ist dann die Losung (u, z) € V2 des Euler-Lagrange’sche Systems

Alu, ) = F(gp) VpeV
dJ(u) dA(u, z)
pu— . -4
du |, du |, Ve € Vi (8.4)

Neben der diskreten Losung von Gleichung (8.1), die durch Gleichung (8.2) definiert ist,
muss nun noch eine diskrete Formulierung des adjungierten Problems (8.4) gelost werden,

dJ(un) _ dA(un, zn) Von € V.
dup |, dun o, ’
Das Residuum R von wy, ist definiert durch
R(un, @) := F(p) — A(un, ¢) Vo eV,
das Residuum der adjungierten Loésung z ist
dJ dA
R (o) i L) dA(un, 20) Vo e V. (8.5)

duh duh

le le

GeméfB Becker und Rannacher lasst sich der Fehler der Galerkin-Approximation im
Zielfunktional durch einen a posteriori Fehlerschétzer

1 1
J(u) — J(up) = 5 g01:1611‘}h R(up,z — @n) + 3 SDrgleigh R*(zp,u — ¢p) + Rest (8.6)
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darstellen. Im Allgemeinen ist die Differenz zwischen min R(up, z2—¢p) und min R*(zp, u—
PhEVR PhEVR

©p) quadratisch in u — up, damit meist sehr klein und folglich vernachlédssigbar:

J(u) — J(up) = min R(up,z — ¢p) + Rest.
©n€VR
Fiir bilineares A enthélt der Rest-Term nur noch Ableitungen dritter Ordnung von J(-).
Ist J(-) weiter quadratisch, so verschwindet der Rest-Term,

J(u) — J(up) = min R(up,z — op).
PhEVR

Im Fall eines linearen Funktionals J(-) sind die Residuen R und R* sogar identisch und es
gilt Gleichheit,

J(u) — J(up) = min R(up,z — ¢p).
PhEVR

Der urspriingliche Fehlerschéatzer lasst sich dann also erheblich vereinfachen.

Als Beispiel dient nun wieder die Poisson-Gleichung —Awu = f in © und u = 0 auf 0.
Analog zum residualen Fehlerschitzer kann das Residuum hier wieder aufgeteilt werden
in einen flichenbezogenen Anteil und Anteile durch Spriinge an den Elementkanten. Fiir
den Fall periodischer Rénder sind die Anteile

R (up) :==(f + Auh)h{ VK €T},
RFK(uh) = Z [Gnuhhe VFK,
ecl i

wobei 'k wieder die Menge aller Kanten des Elements K bezeichnet. Der gesamte Fehler
in J setzt sich also zusammen aus den Beitrdgen einzelner Zellen

J(u) = J(un) = Y {(Ri(un),z = on)| 5, — (Broc(un), z = DI (8.7)
KeT),

Der resultierende a posteriori Fehlerschétzer ist dann

[ J(u) = J(un)| < mi= ) prw,
KeTy,

wobei die elementweisen Residuen pgx und die Gewichte wg definiert sind durch

—1/2

prc 1= || Rac(un)l i + hig || B (un)
1/2

WK = HZ— (,OhHK‘i‘h[(/ HZ_SOhHFK'

Auswertung

Nachdem nun ein zielorientierter Fehlerschétzer hergeleitet worden ist, stellt sich die Frage,
wie dieser ausgewertet werden soll. Zur Auswertung von Gleichung ist zum einen die
diskrete Losung wup, zum anderen die diskrete Losung des adjungierten dualen Problems
zn, sowie deren kontinuierliche Losung z erforderlich. Letztere ist natiirlich nicht bekannt,
daher werden in der Praxis hiufig Approximationen z = Z eingesetzt. Die Wahl Z := z, €
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Vi ist jedoch ungeeignet, da dann das Residum aufgrund der Galerkin-Orthogonalitit
R(up, zn — pp) = 0 wére.

In dieser Arbeit wurde folgender Ansatz gewihlt: Die diskrete Losung z, wird als Finite
Elemente Approximation von z auf dem gegenwértigen Gitter berechnet. Man nimmt
an, dass man eine verbesserte Approximation erhilt, wenn man z Patch-weise in einen
Finite Elemente Raum hoherer Ordnung interpoliert. z, wird deshalb ersetzt durch eine
Projektion Z := z';{zh von zp, bei der die vorhandenen Freiheitsgrade auf einem Patch von

Zellen neu interpretiert werden [23], siche Abbildung

@ L 4 ® @ L  J
Q1 Q1

[ 4 L 4 Q:DQ QZ ®
Q1 Q1

[ ® ® [ L L

Abbildung 8.2: Patch-weise Interpolation einer diskreten Funktion aus dem Raum linearer
Funktionen in den Raum quadratischer Funktionen.

Der Fehler ist damit

J(u) = J(up) == > {(Ri(un), i} 2n — 20 e — (B (Un)y iy 2n = 20)| o 3
KeTy

8.2 Adaptions-Strategien

Im vorigen Abschnitt wurde skizziert, nach welchen Kriterien Triangulierungen verfeinert
bzw. vergrobert werden konnen, in Abschnitt wurde bereits erlautert, was eine Ver-
feinerung bedeutet. Welche und vor allem wieviele Zellen nun konkret angepasst werden
sollen, ist aber noch immer nicht festgelegt. Hierfiir gibt es unterschiedliche Ansétze, die
alle dasselbe Ziel vor Augen haben: Eine moglichst exakte Losung bei moglichst geringem
Aufwand. Eine Moglichkeit, dieses Ziel zu erreichen, besteht darin, den Indikator im Laufe
mehrerer Adaptions-Zyklen so auszubalancieren, dass die Indikatorwerte ng fiir alle Zellen
aus Tj innerhalb eines bestimmten Bereiches liegen. Verwendet man mathematische Feh-
lerschéitzer als Indikator, ist dieses Ziel naheliegend: Verfeinert man eine Zelle, sinkt der
Fehlerbeitrag, vergrobert man sie, steigt er. Bei der Verwendung physikalischer Indikatoren
dndert sich die physikalische Grofle auf einem adaptierten Gitter selbst nicht. Verfeinert
man nun immer dort, wo die physikalische Grofle eine bestimmte Eigenschaft besitzt (z.B.
maximal ist), wiirde man in jedem Adaptions-Zyklus das gleiche Gebiet verfeinern. Da-
mit dennoch fiir alle Indikatoren die selbe Adaptions-Strategie verwendet werden kann,
wurden in Abschnitt bereits physikalische Indikatoren definiert, die in Korrelation
mit der Gitterweite stehen. Diese wurden so festgelegt, dass die Indikatorwerte mit stei-
gender Gitterauflosung sinken. Unter dieser Voraussetzung lassen sich die im Folgenden
am Beispiel von Fehlerschétzern skizzierten Adaptions-Strategien auch zur Steuerung der
Gitteradaption iiber physikalische Kriterien anwenden.

Wir nehmen an, dass sich der a posteriori Fehler ng auf jeder Zelle K € T}, lokal berech-
nen lédsst. Fin moglicher Ansatz fiir die Steuerung der Gitter-Adaption ist die Verfeine-
rung derjenigen Zellen, deren lokaler Fehler grofler als ein bestimmter Schwellwert ist. Der



8.2. Adaptions-Strategien 67

Schwellwert 7,y kann zum Beispiel definiert werden durch den maximalen Beitrag aller
Zellen ez = max (nKk,), multipliziert mit einer Fehlertoleranz ¢, mit 0 < v,c¢ < 1
1=1:

Nref = NMmaz * Vref-

Alle diejenigen Zellen, deren Fehlerbeitrag gréfler als der Schwellwert ist, d.h. ng > 9.y,
werden verfeinert. Da wihrend der Adaption nur Zellverfeinerungen durchgefiihrt werden,
steigt die Anzahl an Zellen mit jedem Adaptions-Zyklus an.

Ein anderer Ansatz versucht die einzelnen Fehlerbeitrige moglichst so auszubalancieren,
dass die geschiitzten Fehlerbeitriige jeder Zelle gleich verteilt sind, wihrend die Anzahl an
Zellen konstant bleibt. Der globale Fehler 7 sei definiert durch die p-Norm des Vektors der
lokalen Fehlerbeitrige nx der N Zellen:
77%1)
i=1:N

Das Gitter soll so angepasst werden, dass die einzelnen Fehlerbeitriige nx gleich verteilt
sind mit ng = 7. Damit gilt

B =

n = I llp = (

i=1:N

1
» \" 1 1
> k| = (NP)r =N

Soll der globale Fehler geringer sein als ein Schwellwert 7, ¢, dann ist 7 = Irel | Eine Zelle
NP
muss also vererfeinert werden, wenn ihr Fehlerbeitrag nx > "¢ ist.
NP

Bislang wurde ausschliellich von einer Verfeinerung der Triangulierung gesprochen. Fiir
zeitabhéngige, lokale Phanomene ist haufig auch eine Vergroberung vorteilhaft. Bewegt
sich ein Wirbel zum Beispiel von einem verfeinerten Gebiet weg, so ist es im Rahmen
der Effizienz sinnvoll, dieses Gebiet nach einer Weile wieder zu vergrobern. Wir definieren
wieder einen Schwellwert

Ners = Nmazx * Yers

und vergrobern alle diejenigen Zellen, deren Fehlerbeitrag geringer ist als dieser Schwell-
wert, d.h. ng < 7. Fiir die Fehlertoleranz zur Vergroberung vers muss 0 < vers < Ypey
gelten. Bei der Wahl der Verfeinerungs- und Vergréberungs-Schwellwerte ist Vorsicht ge-
boten: Bei ungeschickter Wahl von ~..s und 7,y kann sich auf einzelnen Elementen eine
Oszilllation zwischen Verfeinerung und Vergréoberung ergeben, wie im Buch von Behrens
S. 14ff.] beschrieben wird.

Das adaptierte Gitter muss weiterhin die Bedingung der 1-Irregularitét erfiillen, welche
auch iiber die periodischen Grenzen hinweg gewéhrleistet sein muss.
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8.2.1 1-Irregularitit des Gitters

Beim h-Verfeinern eines Gitters, welches nur aus Viereck-Elementen bestehet, entstehen
sogenannte hdngende Knoten. Teilt ein hingender Knoten eine Kante im Verhéltnis 1:1
und sind die beiden Eckpunkte der Kante reguldre Knoten, handelt es sich um einen 1-
irreguléiren Knoten (siehe hervorgehobene Knoten in Abbildung .

)

Abbildung 8.3: 1-irregulére hingende Knoten.

Nun sollen Basisfunktionen fiir den neuen Finite-Elemente-Raum auf dem adaptierte Git-
ter gefunden werden. An den hingenden Knoten besitzen die feinen Elemente nun aber
unechte Freiheitsgrade. Existieren nur 1-irregulire und reguldre Knoten, so lassen sich die
Basisfunktionen des verfeinerten Raums iiber Interpolationen an den beiden auf der selben
Kante liegenden regulédren, echten Freiheitsgraden bestimmen. Zur Gewahrleistung glatter
Ubergiinge an den Elementkanten miissen alle hiingenden Knoten 1-irregulir sein.

<)

Abbildung 8.4: Nicht erlaubte Verfeinerung (links), erlaubte Verfeinerung (rechts). Griin
markiert sind 1-irregulére Knoten, rot sind nicht 1-irreguldre Knoten.

8.2.2 Fixed Mesh-Fraction Strategy

Bei den adaptiven Simulationen in dieser Arbeit werden ausschliefllich statische Gitter
eingesetzt, bei dem die Prozesse nicht dynamisch verfolgt werden. Erst am Ende der Zeit
wird das Gitter adaptiert, das simulierte Problem wird im néchsten Adaptions-Zyklus
auf dem adaptierten Gitter gelost. Wihrend der Simulation dndert sich das Gitter also
nicht. In diesem Fall geniigt es, Zellen zu verfeinern, eine Vergréberung ist dann nicht
zwingend notwendig. Die verwendete Strategie basiert deshalb auf einer Verfeinerung der
Zellen, deren Indikatorwerte grof§ sind. Um verschiedene Adaptions-Kriterien miteinander
vergleichen zu konnen, ist es sinnvoll, eine Strategie zu wihlen, bei der die Anzahl der
Zellen konstant bleibt oder nach einer bestimmten Anzahl an Adaptions-Zyklen erreicht
wird.
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Verwendet wird die Fized Mesh-Fraction Strategy nach Becker und Rannacher [23], bei
der jeweils p% der Zellenanzahl auf dem aktuellen Gitter verfeinert werden. Die zellweisen
Indikatorwerte nx werden dazu der Grofle nach geordnet. Die oberen p% werden zur
Verfeinerung markiert, also die Zellen, die die groBten Indikatorwerte aufweisen.

Werden p% aller Zellen eines im Adaptions-Zyklus ¢ aus N (i) quadratischen Elementen
bestehenden Gitters verfeinert, hat das resultierende Gitter im darauf folgenden Adaptio-
nyszyklus 7 + 1

N(i+1) = N@)(1 = g0 +4105) = N +3755).

nach i Adaptions-Zyklen besitzt ein urspriinglich aus Ngr+ bestehendes Gitter damit
N(Z) = Nstart(l + 316;0)2.71 Zellen.

Damit das nach ¢ Adaptions-Zyklen resultierende Gitter N, Zellen besitzt, muss das
Startgitter also aus

. No t

N, =
start(l) (1 +3%)271

Zellen bestehen. Zu beachten ist, dass der Prozentsatz der zu verfeinernden Zellen durch

die nachtriglich erforderliche Regularisierung des Gitters in der Regel iiberschritten wird

und die optimale Anzahl an Zellen nur bis zu einer gewissen Toleranz erreicht werden kann.

Bei den in Kapitel |9 durchgefiihrten Simulationen liegt die Toleranz etwa bei +10%.

8.3 Aufwand und Mehrwert

Bevor im folgenden Kapitel |9 numerische Tests adaptiver Simulationen eines Sturm-Sturm-
Szenarios prisentiert werden, sollen die verwendeten Adaptions-Kriterien miteinander ver-
glichen werden.

Alle Kriterien zielen darauf ab, ein moglichst effizientes Gitter zu erzeugen. Die Effizienz
des Gitters hingt dabei ab von der Qualitéit der Losung und den erforderlichen Kosten:

Qualitét

Effizienz = .
Kosten

Die Qualitéit der Losung ldsst sich nicht im Vorhinein bestimmen. Anhand der in Kapitel
9] durchgefiihrten numerischen Tests, wird diese spéter abgeschétzt werden.

Um eine moglichst hohe Effizienz zu erzielen, ist eine geringe Rechenzeit wiinschenswert.
Aufgrund verschiedener Programmversionen und unterschiedlicher Hardware hat die Anga-
be absoluter Rechenzeiten wenig Aussagekraft. Die fiir die Adaptivitit zusétzlich bendtigte
Rechenzeit wird deshalb durch den erforderlichen Rechenaufwand beschrieben. Ein weite-
rer Aspekt ist der erforderliche Speicherbedarf, welcher ebenfalls im Vorhinein abgeschétzt
werden kann.

Um die Praxistauglichkeit der einzelnen Ansétze mitzuberiicksichtigen, werden aulerdem
die Komplexitéit, sowie der Implementierungsaufwand fiir die einzelnen Indikatoren be-
trachtet.
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8.3.1 Komplexitit

Einen ersten, einfachen Hinweis auf die Komplexitidt der verwendeten Indikatoren bietet
der Blick auf die Anzahl der Seiten, die deren Beschreibung und Herleitung bedarf. Da der
Umfang der jeweiligen Herleitung stark vom fachlichen Hintergrund des Autors abhéingt,
ist dieser Hinweis jedoch nicht als globales Maf} fiir die Komplexitédt des Indikators zu
verstehen, sondern lediglich als subjektives Indiz.

Beim Ansatz der physikalisch motivierten Kriterien liegt die Herausforderung darin, aus
den entsprechenden physikalischen Grofien geeignete Indikatoren abzuleiten. Die Wahl
des Indikators, insbesondere die Wahl des Indikator-Parameters (3, definiert gleichzeitig
das optimale Gitter. In diesem Zusammenhang muss auflerdem eine passende Adaptions-
Strategie gefunden werden, die zum jeweiligen Indikator passende, optimale Gitter erzeugt.

In ihrer Herleitung aufwendiger sind die beiden residualen Fehlerschétzer fiir das Laplace-
und das Navier-Stokes-Problem. Im Hinblick auf die Adaptions-Strategie haben diese
Schétzer einen deutlichen Vorteil gegeniiber den physikalisch motivierten Ansétzen: Es
besteht ein natiirlicher Zusammenhang zwischen Zellgrofle und resultierendem Fehler. Da-
durch kénnen Optimalitédtsbedingungen fiir effiziente Gitter sowie Adaptions-Strategien
abgeleitet werden.

Am komplexesten ist wohl der zielorientierte Fehlerschitzer nach der Dual Weighted Re-
sidual Method. Anders als bei den residualen Fehlerschitzern kann durch die Wahl des
Zielfunktionals J direkt gesteuert werden, fiir welche Anwendung das Gitter optimiert
wird. Zielorientierte Schétzer vereinen demnach physikalische Anforderungen an die Simu-
lation mit mathematischen Ansétzen der Fehlerschitzung.

8.3.2 Rechenaufwand und Speicherbedarf

In der Regel kann die Auswertung eines physikalischen Kriteriums je Zelle in wenigen Gleit-
kommaoperationen erfolgen. Je nach Kriterium miissen dafiir unterschiedliche Differential-
operatoren implementiert sein, z.B. der Gradient, die Rotation oder die Hesse-Matrix. In
der Regel wird der Gradient bereits beim Assemblieren des Gleichungssystems des zu si-
mulierenden diskreten Problems beno6tigt und bedarf keiner zusétzlichen Implementierung.
Je nach Anwendung kénnen weitere Differentialoperatoren bereits implementiert sein, was
dem erforderlichen Implementierungsaufwand zugutekommt. Die Auswertung des Kriteri-
ums muss nicht zwingend zu jedem diskreten Zeitpunkt erfolgen. Um den Rechenaufwand
gering zu halten, konnen auch gréflere Zeitabstéinde gewéhlt werden. Als zusétzlich not-
wendiger Speicherbedarf ergibt sich eine Gleitkommazahl pro Zelle, in der der maximierte
Indikatorbeitrag iiber die Zeit gespeichert wird.

Etwas rechenaufwindiger ist die Auswertung der beiden residualen Schétzer. Hierzu miis-
sen der Gradient und die zweiten Ableitung implementiert sein, aufferdem die Auswer-
tung der Spriinge an den Elementkanten. Bei der Verwendung eines unstetigen Galerkin-
Verfahrens zur raumlichen Diskretisierung wird letzteres ebenfalls bereits implementiert
sein. Auch fiir diese Schétzer kann die Auswertung zu beliebig gew#hlten diskreten Zeit-
punkten erfolgen, der zusétzliche Speicherbedarf entspricht wieder einer Gleitkommazahl
je Zelle.

Sowohl den héchsten Rechenaufwand, als auch den grofiten Speicherbedarf hat der ziel-
orientierte Fehlerschétzer. Zunéchst muss das primale Problem vorwirts in der Zeit gelost
werden. Zu jedem Zeitpunkt muss die gesamte diskrete Losung gespeichert werden. Im An-
schluss wird das duale Problem riickwérts in der Zeit gelost, in jedem Zeitschritt erfolgt
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auferdem die zellweise Auswertung des Fehlerschéitzers. Dieser benétigt Informationen der
diskreten Losung des primalen Problems, der diskreten Losung des dualen Problems und
deren patch-weisen Interpolation in einen Finite-Elemente-Raum hoherer Ordnung. Nach-
dem der Fehlerschétzer fiir einen Zeitschritt ausgewertet ist, konnen primale und duale
Losung fiir diesen Zeitpunkt wieder geloscht werden. Im Speicher bleiben miissen die pri-
male Losung fiir die vorherigen Zeitschritte und der maximale Indikatorwert fiir jede Zelle.
Letzteres entspricht einem Speicheraufwand von einer Gleitkommazahl je Zelle. Anders als
bei den bisher vorgestellten Indikatoren muss die primale Losung zunéchst jedoch zwin-
gend fiir jeden Zeitschritt berechnet und gespeichert werden, bis sie riickwérts in der Zeit
wieder zeitschrittweise freigegeben werden kann. Dies kann je nach Problemgréfle einen
enormen Speicherbedarf darstellen. Der Speicherbedarf kann gegebenenfalls durch soge-
nannte Checkpoint-Ansétze kontrolliert werden. Dies kann jedoch nur auf Kosten eines
erhohten Rechenaufwandes geschehen.
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Abbildung 8.5: Auswertung des zielorientierten Dual Weighted Fehlerschétzers nach Be-
cker und Rannacher [23].

Die Auswertung dieses Fehlerschétzers muss ebenfalls zu jedem Zeitpunkt erfolgen. Fiir
das in diesem Kapitel simulierte Szenario erfordert das Losen des dualen Problems — ver-
glichen mit dem Losen des primalen Problems — weniger Rechenaufwand: Da das duale
Problem linear ist, entspricht der dazu nétige Rechenaufwand in jedem Zeitschritt dem
Losen eines Newton-Schrittes des nichtlinearen Problems. Im hier betrachteten Szenario
waren im Durchschnitt vier Newton-Schritte notwendig, somit entspricht der Aufwand
des dualen Problems circa ein Viertel des Aufwandes fiir das Losen des nichtlinearen
primalen Problems. Die patch-weise Interpolation der diskreten, dualen Losung in den
Finite-Elemente-Raum hoherer Ordnung kann als Matrix-Vektor-Multiplikation umgesetzt
werden. Zur Auswertung des Fehlerschétzers sind weitere Gleitkommaoperationen nétig,
der Umfang entspricht ungefihr dem der Auswertung der residualen Schitzer. Insgesamt
ergibt sich damit ein signifikant hoherer Rechenaufwand.

Wie bei den residualen Schétzern ist auch beim zielorientierten Schéitzer die Implementie-
rung des Gradienten, der zweiten Ableitung und der Sprungterme erforderlich.
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Im vorigen Kapitel |8 wurden verschiedene Ansétze der rdumlichen Adaptivitdt disku-
tiert. Bei allen in diesem Kapitel durchgefiihrten Simulationen wird die h-Adaptivitét als
Adaptions-Technik gewihlt, die dem Adaptions-Prozess zu Grunde liegende Strategie ist
eine Fized Mesh-Fraction Strategy (siehe nach Rannacher und Becker [23]. Das Ziel
dieses Kapitels ist die Untersuchung unterschiedlicher Adaptions-Kriterien. Unter Verwen-
dung verschiedener Adaptions-Indikatoren, werden adaptive Simulationen der Interaktion
zweier Wirbelstiirme durchgefithrt und miteinander verglichen. Als Fehlermaf} dient die
Distanz der Endposition des Wirbels nach 96 h von einer Referenzposition. Diese wurde
mittels eines hoch aufgelosten Referenzlaufes bestimmt und ist a priori bekannt.

9.1 Modell-Szenario: Sturm-Sturm-Interaktion

In diesem Kapitel soll die Interaktion zweier tropischer Wirbelstiirme auf einem adaptier-
ten Gitter simuliert werden. Fiir die Meteorologie stellt die Erforschung dieses Szenarios
ein relevantes Problem fiir die Vorhersage von Zugbahnen dar, denn das Vorhandensein
zweier interagierender Stiirme erschwert die Vorhersagbarkeit deutlich [4]. Je nach Aus-
gangslage ergeben sich unterschiedliche Interaktionsmuster, deren Ursachen bislang noch
nicht vollsténdig verstanden sind. Ein ausschlaggebender Faktor ist dabei die Anfangs-
distanz der beiden Wirbel, wie sich durch zahlreiche numerische Simulationen bestétigen

lieB (z.B. [3], und [25]).

Bei den beiden hier simulierten Wirbeln handelt es sich wieder um SUD-Wirbel geméf3
Smith et al. [17], deren Wirbelprofil wie in Abschnitt beschrieben durch Gleichung
definiert ist. Die Grofle des Rechengebiets fiir dieses Szenario ist [—2000,2000] x
[—1732.1,1732.1] km?. Ausschlaggebend fiir die Wahl der GebietsgréBe sind bereits durch-
gefiihrte zielorientiert adaptive Simulationen (Adaptions-Kriterium Dual Weighted Resi-
dual Method, siehe [25]), die in den Vergleich miteinbezogen werden sollen. Die Rénder
des Gebiets sind wieder periodisch. Die Startposition des ersten Wirbels zum Zeitpunkt
t =0ist (zoq = —200km, yp1 = 0km). Die Startposition des zweiten Wirbels hat einen
Abstand von 400 km zum ersten Wirbel und befindet sich in (xg2 = 200 km, yp2 = 0km).

Wiéhrend der ersten Stunden umkreisen sich die beiden Wirbel. Die Anfangsdistanz von
400 km liegt in der Nidhe des Bifurkationspunktes, der die verschmelzende von der nicht-
verschmelzende Losung trennt. Dieser Abstand ist abhéingig von der Viskositdt. Wie in
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gezeigt wurde, setzt sich die Viskositdt in HiFlow zusammen aus der physikalischen
Viskositét und einer verfahrenseigenen, numerischen Dissipation, die den Energieverlust
durch numerische Effekte beschreibt. Die numerische Dissipation hingt wiederum ab von
der Gitterweite und der Zeitschrittweite. Die Abh#ngigkeit des kritischen Radius von der
Viskositédt impliziert also auch eine Abhéngigkeit von der Gitterweite. Ist die Gitterweite
zu grob, so reicht die rdumliche Auflésung nicht mehr aus, um die Interaktion der Wirbel
ausreichend darstellen zu kénnen. In diesem Fall vereinen sich beide Wirbel zu einem
Wirbel. Rechnet man auf einem feineren Gitter, entfernen sich die Wirbel voneinander,
der Fehler in der Endposition nimmt ab.

Eine besondere Rolle spielt in diesem Kontext auch die negative Vorticity in den &ufleren
Bereichen des hier verwendeten SUD-Wirbelprofils, der die positive Zirkulation, die den
eigentlichen Wirbel definiert, abschirmt. Auf diese Weise wird der Tendenz zur Verschmel-
zung der beiden Wirbel entgegen gewirkt und fiir hinreichend grofie Anfangsabstédnde kon-
nen sich zwei Zyklon-Antizyklon-Paare bilden, die anschliefend auseinander driften [26],
[27]. Shin et al. ermittelten 2006, dass es nur dann zu einer Separation der beiden
Wirbel kommt, wenn im Anfangszustand negative Vorticity zwischen den Wirbeln liegt —
das wird aber nur dann der Fall sein, wenn das Gitter fein genug aufgelost ist. Der Einfluss
der negativen Vorticity bringt somit eine weitere Abhéngigkeit der Endposition der Stiirme
von der Gitterauflésung.

In Abbildung[9.1]und [9.2|sind die Zugbahn und der Fehler in der Endposition fiir uniforme
Referenzsimulationen unterschiedlicher Problemgrofien abgebildet. Das Szenario reagiert
also duBerst sensitiv auf zu grobe Gitterauflosungen, was seine Verwendung als Benchmark-
Problem fiir adaptive Methoden in dieser Arbeit rechtfertigt.
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Abbildung 9.1: Abhéngigkeit der Zugbahn von der Gitterauflosung fiir uniforme Referenz-
ldufe bei einem kritischen Anfangs-Abstand von 400 km: Fiir hohe Gitter-
auflosungen konvergiert die Zugbahn, ist die Auflésung zu grob, vereinen
sich beide Wirbel. Angabe der Gitterauflosung in DOF's (degrees of freedom
= Anzahl der Freiheitsgrade).
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Abbildung 9.2: Fehler in der Endposition in Abhéngigkeit von der Gitterauflosung fiir
uniforme Referenzléufe.

9.2 Gitter-Adaption

Fiir die Indikatoren auf Basis der Vorticity und der Energie und fiir die beiden a posteriori
Fehlerschétzer wird das gesamte Problem wihrend eines Adaptions-Zyklus vorwérts in der
Zeit gelost. Die Zeitschrittweite betragt 300s, fiir jeden 12-ten Zeitschritt, also stiindlich,
werden die Sturmposition und die zellweisen Indikatorwerte berechnet. Nach simulierten
96 h ist die Simulation fiir einen Adaptions-Zyklus beendet. Es folgt eine Gitter-Adaption
auf Basis der zeitlichen Maxima der Indikatorwerte jeder Zelle. Nach 7 Adaptions-Zyklen
hat das Gitter die optimale Anzahl an Zellen bis auf eine Toleranz von +10% erreicht
und das Experiment endet. Auch bei der Verwendung des Dual Weighted Residual Fehler-

ADAPTIERE GITTER

nx=max(ny ,)

LOSE PROBLEM
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Abbildung 9.3: Adaptions-Zyklus fiir den Vorticity- und Energie-Indikator, a posteriori
Poisson Fehlerschitzer und a posteriori Navier-Stokes Fehlerschétzer.

schiitzers erfolgt die Gitter-Adaption auf Basis der zeitlichen Maxima der Indikatorwerte.
Diese konnen allerdings erst ausgewertet werden, wenn das gesamte Problem vorwérts und
riickwérts in der Zeit gelost wurde.
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Abbildung 9.4: Adaptions-Zyklus fiir die Dual Weighted Residual Method nach Becker
und Rannacher [23].

9.2.1 Indikatoren
Physikalisch motivierte Gitter-Adaption

Als physikalisch motivierte Adaptions-Kriterien werden die Vorticity und die Energie
betrachtet. In Abschnitt wurde fiir beide Kriterien ein Indikator abgeleitet. Als
Vorticity-Indikator wurde

e = M / & dK VK € Ty,
K
als Energie-Indikator
_ B2
nK,e = g / Egin dK VK € Ty,
K

gewahlt.

Wie bereits in Abschnitt gezeigt wurde, hat die Wahl von 3 einen mafigeblichen
Einfluss auf das resultierende adaptierte Gitter, 8 definiert das optimale Gitter. An dieser
Stelle sei darauf hingewiesen, dass man in diesem Kontext eigentlich nicht mehr von einem
optimalen Gitter sprechen kann. Ein optimales Gitter wire erst dann erreicht, wenn alle
die Adaption steuernden Indikatorwerte auf dem gesamten Gitter gleich verteilt wéren. In
der Praxis wird man dieser Zustand nicht erreichen, da der Adaptionsprozess nach einer
festgelegten, endlichen Anzahl an Adaptionszyklen abgebrochen wird. Wenn also von einem
optimalen Gitter die Rede ist, dann ist damit immer die durch eine endliche Anzahl von
Adaptionszyklen erzeugte Nachahmung eines solchen Gitters gemeint.

Im hier betrachteten Szenario ist die Anforderung an dieses optimale Gitter die Minimie-
rung des Positionsfehlers nach 96 h. Anhand der Parameter-Studie in Abbildung fiir
die Problemgrofle von circa 60000 Freiheitsgraden zeigt sich die Abhéingigkeit des Positi-
onsfehlers von der Wahl von S.

Mit einer entsprechenden Wahl von 3 lasst sich der Positionsfehler also merklich verringern.
Das Vorgehen ist allerdings tiickisch: Mit der Wahl von f ist die grundsétzliche Frage
verbunden, wie das optimale Gitter aussehen soll. Im hier betrachteten Fall ist dieses
durch die Minimierung des Positionsfehlers definiert, in der Praxis wird das selten der Fall
sein. Es zeigt sich aulerdem, dass die Wahl von § fiir jedes Szenario, ja sogar fiir jede
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Abbildung 9.5: Fehler in der Sturmposition auf einem anhand des Vorticity- und des
Energie-Indikators adaptierten Gitters mit 6000 Zellen in Abhéngigkeit
der Wahl von §.

Problemgrofie neu getroffen werden muss. Letztendlich handelt es sich hierbei ebenfalls
um einen zielorientierten Ansatz: Zunichst muss ein Ziel definiert werden, dann muss
experimentell ermittelt werden, fiir welche Wahl von 5 das fiir dieses Ziel optimale Gitter
resultiert.

Geméf obiger Parameter-Studie wurde fiir den Vorticity-Indikator 8 = 16 gewihlt.
Beim Energie-Indikator wurde 8 = 2 gewéhlt, da die Ergebnisse mit § = 4 fiir andere
Problemgrofien als 6000 Zellen deutlich schlechter waren.

Mathematisch motivierte Gitter-Adaption

Die Herleitung eines residualen a posteriori Fehlerschétzers fiir das Poisson-Problem er-
folgte in Abschnitt [8.1.2.1] analog dazu die Herleitung des Schiitzers fiir die stationéren
Navier-Stokes-Gleichungen. Der a posteriori Schétzer fiir die Poissongleichung

2

1
nie,p = § Wkl Ricpll72 ) + 3 > hillRell72 VK €Ty
ecl'k

setzte sich zusammen aus den Fléchenresiduen Ry p und den kantenbezogenen Spriingen
R..

Beim a posteriori Schétzer fiir die Navier-Stokes-Gleichungen

2

1
nrens = 4 Wil Ree sl T2y + 3 > hillRellFae) + 1 Ricanl |72 ) VK €T
ecl'k

kam ein weiterer Term R 4;,, hinzu, welcher die Fehlerbeitrége der geforderten Divergenz-
freiheit beriicksichtigt.

Obwohl beide Fehlerschitzer fiir stationédre Probleme hergeleitetet wurden, lassen sie sich
auch auf instationére Probleme anwenden, wie in der Dissertation von Schmich be-
schrieben. Dass sich beide Fehlerschéitzer sogar gleichermafien dazu eignen, lokale Fehler-
beitrige des in diesem Kapitel betrachteten Problems abzuschitzen, wird in Abschnitt

ersichtlich.
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Zielorientierte Gitter-Adaption

Fiir den zielorientierten Dual Weighted Residual Ansatz, der in Abschnitt hergelei-
tet wurde, resultierte eine a posteriori Fehlerschitzung in Abhéngigkeit der elementweisen
Residuen pg, gewichtet mit der Sensitivitdt wy eines zunédchst abstrakt gehaltenen Ziel-
funktionals J auf lokale Fehlerquellen:

NK,DWR = PKWK VK € Ty,

Die zellweisen Residuen pg setzten sich wieder zusammen aus einem flichenbezogenen
Residuum Rg pwr und kantenbezogenen Spriingen Rr,:

—1/2
prc 1= || Bic.owr(un) [k + hic | [ Reye (un) e
. 1/24-
Wi = Hz;}"zh — znl|Kk + hK/ lezh — znllrg,

wobei ' wieder die Summe aller Kanten e eines Elements K ist.

zp, war die diskrete Losung des dualen Problems, welche sich aus einem Zielfunktional J
und dem Ausgangsproblem ableiten lief3. z; entsprach der patch-weisen Interpolation in
einen Finiten Elemente Raum hoherer Ordnung. Das Zielfunktional J wurde bisher nicht
weiter spezifiziert.

Die in dieser Arbeit betrachteten Simulationen auf Basis der zielorientierten Adaptivitit
wurden nicht selbst durchgefiihrt. Sie entstammen der Dissertation von Baumann tiber
die zielorientierte Adaptivitét fiir die Simulation von tropischen Wirbelstiirmen. Baumann
strebt in seinen Simulationen eine moéglichst genaue Vorhersage der Sturmposition einer
der beiden Stiirme nach 96 h an. Die Position des Sturms lisst sich auf verschiedene Art
charakterisieren, eine Charakterisierung ist zum Beispiel die Position der maximalen Vor-
ticity xpos = arg,cqmax(§). Der Nachteil hierbei ist, dass eine solche Funktion in der
Zeit keine kontinuierliche Funktion sein muss — das Maximum der Vorticity koénnte zum
Beispiel von einem Sturm zum anderen springen, sobald dieser stidrker geworden ist als der
andere. Bereits minimale Anderungen kénnen so einen groBen Sprung des arg,cq max(§)
verursachen. Wie in Abschnitt beschrieben, muss das Zielfunktional J jedoch min-
destens drei mal differenzierbar sein. Da J(u(z)) = Zpos = arg,co max(V xu(x, 96 h)) diese
Bedingung nicht erfiillen kann, wird stattdessen eine mit Abweichungen in der Sturmpo-
sition stark korrelierte Groflie verwendet: Die iiber den Sturmkern integrierte Vorticity
nach 96 h. Von Interesse ist der zu Beginn der Simulation rechte der beiden Stiirme, in-
tegriert wird deshalb nur iiber den Kern des rechten Sturms. Der Sturmkern ist dabei
definiert durch einen Kreis um einen Referenzsturm, der a priori mit einer hoch aufge-
l6sten Referenzsimulation berechnet wurde. Dessen Zentrum und Radius sind bekannt,
Trep = (—1043.678 km, 153.365 km) und 7.y = 93km, der Sturmkern ist dann

L 0 fur pros - l‘refHLQ < Tref,
(@) = { 1 sonst.

Das resultierende Zielfunktional
J(u(z)) = / () (V x u(z,96 1)) da
Q

korreliert immernoch stark mit dem Maximum der Vorticity, hat im Bezug auf die Glattheit
aber den Vorteil, dreimal differenzierbar zu sein.
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Bei der Wahl des Zielfunktionals interessiert hier nur die Position einer der beiden Stiirme.
Gegeniiber den anderen Indikatoren bietet das einen grofien Vorteil, denn die verfeinerten
Zonen konnen sich auf die Zugbahn des einen Sturmes konzentrieren. Bei allen anderen Me-
thoden miissen beide Zugbahnen gut aufgelést werden. Die Effizienz dieses asymmetrischen
Zielfunktionals kann hoher als bei einem entsprechenden symmetrischen Zielfunktional, bei
dem beide Stiirme von Interesse sind, erwartet werden. Abbildung zeigt hierzu einen
Vergleich eines adaptierten Gitters mit 6000 Zellen, welches mit einem asymmetrischen
und einem symmetrischen Zielfunktional geméif adaptiert wurde. Das symmetrische
Zielfunktional beriicksichtigt die Position beider Stiirme. Der Sturmkern ist hier definiert
durch den Bereich, in dem die Vorticity mindestens 50% der maximalen Vorticity zu einem
Zeitpunkt betrigt.

Die Wahl des asymmetrischen Zielfunktionals fithrt also zwangsldufig zu einem unfairen
Vergleich. Gleichzeitig macht sie aber auch deutlich, welche Vorteile durch die zielorien-
tierte Adaptivitdt entstehen. Eine geringfiigige Modifikation des Szenarios reicht bereits
aus, um die anderen Kriterien moglicherweise zum Scheitern zu bringen — zum Beispiel
wenn einer der beiden Wirbel stéirker ist als der andere und das Ziel der Adaption darin
besteht, die Vorhersage der Zugbahn des kleineren Wirbels zu optimieren. Es konnte sich
sogar um einen Fall handeln, in dem der gréflere Sturm aufgrund seiner Lage einen ver-
schwindenden Einfluss auf den kleineren Sturm hat. In diesem Fall wiirden alle anderen
Indikatoren unnétige Stellen verfeinern. Nur der zielorientierte Fehlerschitzer ist in der
Lage, sich auf das richtige Gebiet zu konzentrieren.

Dual Weighted Residual Indikator
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Abbildung 9.6: Fehler in der Endposition bei einer Simulation auf einem Gitters mit 6000
Zellen, adaptiert unter Verwendung eines symmetrischen bzw. eines asym-
metrischen Zielfunktionals. Der resultierende Fehler ist beim asymmetri-
schen Zielfunktional fiir allen Problemgrofien geringer als beim symmetri-
schen Zielfunktional.
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9.3 Auswertung
9.3.1 Adaptierte Gitter

Im Vergleich der Indikatoren, berechnet auf einem uniformen Gitter, sind bereits deutliche
Unterschiede in der Auswahl der zu verfeinernden Zellen sichtbar:

Der Vorticity-Indikator nimmt im Bereich zweier schmaler Biander um die Zugbah-
nen der beiden Wirbel sehr hohe Werte an, mit zunehmendem Abstand von der Zugbahn
fallen die Werte schnell ab. Der Energie-Indikator markiert ebenfalls ein Band um
die beiden Zugbahnen, dieses ist allerdings wesentlich breiter, der Gradient ist vergleichs-
weise schwach. Da der Wirbel im Laufe der Simulation an Intensitét verliert — was eine
Abschwichung der Vorticity und der Energie bedeutet — werden sowohl beim Vorticity- als
auch beim Energie-Indikator vergleichsweise hohere Werte in der Ndhe der Startpositionen
indiziert.

Die hochsten indizierten Werte bei den beiden a posteriori Fehlerschétzern und
liegen ebenfalls im Bereich der Startpositionen, wobei der Gradient beim Poisson-Schétzer
in diesem Gebiet schwécher ist als beim Navier-Stokes-Schétzers. Entlang der Zugbahnen
nehmen die Indikator-Werte deutlich ab. Auffillig ist bei beiden Fehlerschétzern, dass die
Fehlerbeitrige benachbarter Zellen deutlich voneinander abweichen kénnen.

Auch der Dual Weighted Residual Fehlerschétzer indiziert hohe Werte im Bereich der
Startposition, anders als alle bisherigen Indikatoren werden hier aber auch im Bereich der
Endposition des urspriinglich rechten Wirbels hohe Werte indiziert. Die Fehlerbeitrige
setzen sich zusammen aus dem jeweiligen Residuum pg und dessen Gewicht wg. Wie
bereits beim a posteriori Fehlerschitzer fiir die Navier-Stokes-Gleichungen sichtbar ist,
nehmen die Residuen pgx im Laufe der Zeit ab. Nicht aber deren Gewichte wg, die von der
dualen Losung z, abhidngen. Diese wird zu Beginn und zu Ende der Simulation grof, wie
in Abbildung [9.7] gezeigt wird.

Maximal dual velocity
0.20 - -

velocity magnitude

0.00O

i i i i
20 40 60 80 100
time [h]

Abbildung 9.7: Zeitliche Entwicklung des Maximums der dualen Losung max l|zn(z, t)|]. Zu
e

Beginn und zu Ende der Simulation treten die hochsten Werte auf (Quelle:
Baumann, [25]).

Am Ende der Zeit muss ein Integral moglichst akkurat bestimmt werden. Daraus ergibt
sich, dass an dieser Stelle ebenfalls hohe Gewichte und damit hohe Indikatorwerte resultie-
ren. Moglich ist, dass das Gebiet hier nicht so fein aufgelost sein miisste, um die Position
genau bestimmen zu kénnen. Das gewéhlte Zielfunktional kann das jedoch nicht beurteilen.
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(d) Indikator: A posteriori Navier-Stokes Fehlerschétzer

Abbildung 9.8: Indikatorwerte berechnet auf einem uniformen Gitter (16384 Zellen, links).
Aus einem Startgitter (2601 Zellen) resultierendes Gitter (6000 £ 2.5%
Zellen, rechts) nach 7 Adaptions-Zyklen, ausgefiihrt mit der Fixed Mesh-
Fraction Strategy auf Basis des jeweiligen Indikators.
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(a) Indikator: Dual Weighted Residual Fehlerschitzer

Abbildung 9.9: Indikatorwerte berechnet auf einem uniformen Gitter (16384 Zellen, links).
Aus einem Startgitter (12000 Zellen) resultierendes Gitter (5968 Zellen,

rechts), Gitteradaption ausgefiithrt mit der Constant Number Strategy nach
Baumann .

Anhand der physikalischen Indikatoren und der a posteriori Fehlerschitzer wurde ein
Startgitter mit 2601 Zellen in 7 Adaptions-Zyklen mit der Fixed Mesh-Fraction Strat-
egy verfeinert. Das jeweils resultierende Gitter hat 6000 4 2.5% Zellen. Zu beachten
ist, dass bei der Simulation auf Basis des Dual Weighted Residual Fehlerschéitzers eine
andere Adaptions-Strategie gewéhlt wurde, bei der auch Vergroberungen zugelassen sind
(Constant-Number Strategy nach Baumann [25]). Das resultierende Gitter hat ebenfalls
6000 + 2.5% Zellen, das Startgitter war jedoch wesentlich feiner aufgelost.

Die anhand der jeweiligen Indikatoren adaptierten Gitter (Abbildungen bis un-
terscheiden sich ebenfalls signifikant voneinander. Fiir die physikalischen Indikatoren ist
hier noch einmal auf den Einfluss des Koeffizienten ( hingewiesen, der, wie in[8.1.1] gezeigt,
einen mafigeblichen Einfluss auf das nach der Adaption resultierende Gitter hat. Beim
Energie-Indikator, dessen Gradient verhéltnisméflig schwach war, wird mit der Wahl von
B = 2 ein Gitter erzeugt, bei dem die Zellen maximal zwei Verfeinerungslevels voneinander
abweichen. Beim Vorticity-Indikator, dessen Gradient hoher war, liegen bei der Verwen-
dung von 8 = 16 ebenfalls zwei Verfeinerungslevels zwischen der grobsten und der feinsten
Auflésung, bei den a posteriori Fehlerschitzern vier. Bei letzteren war ein sprunghaftes
Verhalten der Indikatorwerte zwischen benachbarten Zellen sichtbar. Im Gitter macht sich
dieses Verhalten in Form von vereinzelt verfeinerten Zellen sichtbar.

9.3.2 Globaler Fehler

Ein weiteres MafB fiir die Qualitéit der Finiten-Elemente-Losung, welches neben dem Fehler
in der Sturmposition betrachtet werden soll, ist der Schitzwert 7 fiir den globalen Fehler
|[u — up|| 1 (). Aus den lokalen Fehlerbeitriigen ny eines Fehlerschétzers lisst sich dieser

bestimmen durch
T 2
RS ( nK,t) .
t=0

KeTy,

Dass sich sowohl der residuale Schitzer fiir das Poisson-Problem, als auch der residuale
Schétzer fiir die Navier-Stokes-Gleichungen dazu eignen, lokale Fehlerbeitréige des hier
betrachteten Szenarios abzuschétzen, wird im Vergleich der globalen Schétzwerte sichtbar:
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In Abbildung wird jeweils der globale Fehler des residualen Schétzers fiir das Poisson-
Problem und die Navier-Stokes-Gleichungen auf dem selben Gitter betrachtet. Dessen
Adaption erfolgte anhand der lokalen Fehlerbeitriige nx berechnet mit einem der beiden
Schétzer.

Beide Gitter fithren zu einer vergleichbaren Abnahme des geschétzten globalen Fehlers.
Auch der Blick auf die resultierenden, sich stark dhnelnden Gitter und bestiitigt,
dass beide Fehlerschétzer fiir die Abschitzung des globalen Fehlers des hier betrachteten
Problems geeignet sind.
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Abbildung 9.10: Vergleich der geschétzten a posteriori Fehler auf einem Gitter adaptiert
anhand der Poisson-Indikatoren (links) und der Navier-Stokes-Indikatoren
(rechts).

9.3.3 Fehler in der Sturmposition

Der Vergleich mit dem uniformen Referenz-Lauf zeigt, dass fiir Problemgréfien bis circa
80000 Freiheitsgraden mit allen Indikatoren Gitter erzielt werden, die effizienter sind als
das uniforme Gitter. Der Fehler in der Sturmposition liegt hier bei den adaptierten Gittern
zum Teil mehrere Gréflenordnungen unter dem Fehler, ermittelt aus dem Referenzlauf. Erst
ab einer Problemgrofie von circa 40000 Freiheitsgraden wird auf dem uniformen Gitter das
tatsichliche physikalische Szenario gerechnet, ndmlich das Auseinanderdriften der beiden
Wirbel. Das anhand des Energie- und des Vorticity -Indikators adaptierte Gitter berech-
net dieses bereits bei einer Problemgrofie von 993 Zellen, der resultierende Positionsfehlers
liegt dann bei rund 200 km (Energie) bzw. 400 km (Vorticity). Auf allen anderen adaptier-
ten Gitter wird ab Problemgrofien von etwa 20000 Freiheitsgraden das richtige Szenario
berechnet.

Insgesamt schneidet der zielorientierte Dual Weighted Residual Ansatz am besten ab, hier
liegt der Fehler fiir Problemgrofien iiber 20000 Freiheitsgraden im Bereich weniger Kilo-
meter, auch fiir groflere Problemgrofien bleibt der Fehler in dieser GroBenordnung. Wie in

Abschnitt beschrieben und in Abbildung|9.6, wire die Effizienz des Gitters bei einem
symmetrischen an Stelle eines asymmetrischen Zielfunktional entsprechend schlechter.

Im Vergleich der beiden a posteriori Fehlerschitzer werden mit dem Navier-Stokes Fehler-
schétzer bessere Ergebnisse erzielt als mit dem Poisson Fehlerschétzer. Das gilt jedoch nur
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Abbildung 9.11: Fehler in der Sturmposition nach 96 h.

fiir Problemgrofien unter 40000 Freiheitsgraden, fiir groflere Problemgrofien kann der re-
sultierende Fehler in der Sturmposition sogar zunehmen. Anhand der Abbildung auf
dem Positions-Fehler in Abhéngigkeit der Adaptions-Schritte einer Simulation darstellt,
ldsst sich beobachten, dass der Fehler sowohl mit zunehmender Anzahl an Adaptions-
Zyklen, als auch mit einer Zunahme der Problemgriflie um mehrere 10 km steigt. Einen
wichtigen Einfluss spielt hier die Adaptions-Strategie. Wie bereits in besprochen,
kann durch eine festgelegte, endliche Anzahl von Adaptionszyklen nur ein angenihertes,
optimales Gitter erzeugt werden. Dieses wurde in der in Abbildung gezeigte Simulation
offensichtlich noch nicht erreicht. Wiirde man hingegen beim Abbruchkriterium sicher-
stellen, dass die Fehlerindikatoren auf dem gesamten Gitter gleich verteilt sind, wére ein
geringerer Positionsfehler zu erwarten gewesen.
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Abbildung 9.12: Ansteigender Fehler in der Sturmposition mit zunehmender Anzahl an
Adaptions-Zyklen fiir die Simulation auf einem anhand des a posteriori
Poisson Fehlerschiitzers adaptierten Gitter (4000 Zellen).
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Bei den physikalischen Kriterien schneiden sowohl der Energie- als auch der Vorticity-
Indikator sehr gut ab. Dass die Wahl des Parameters 8 einen mafigeblichen Einfluss auf die
Grofle des Positionsfehlers hat, wurde in der Parameter-Studie in Abbildung sichtbar.
Denkbar ist, dass sich die hier erzielten Resultate durch eine geeignetere Wahl von £
sogar noch weiter verbessern lassen. Genauso ist aber auch denkbar, dass sich durch eine
ungeeignete Wahl von 3 beliebig schlechte Resultate erzielen lassen, wie in Abbildung

zu sehen sein wird.

Im Vergleich mit dem uniformen Referenzlauf lassen sich fiir das hier betrachtete Szenario
der Interaktion zweier Wirbelstiirme mit allen Indikatoren effiziente Gitter erzeugen, die im
Hinblick auf die Sturmposition des rechten Sturms nach 96 i sehr gute Ergebnisse liefern.

9.4 Fazit

Die Interaktion zweier Wirbelstiirme dient in diesem Kapitel als Benchmark-Problem fiir
adaptive Methoden. Verschwindend kleine Anderungen der Ausgangssituation, beispiels-
weise in der Anfangsdistanz der beiden Wirbel, deren Intensitit oder der Gitterauflosung,
konnen einen immensen Effekt auf die Losung haben. Bereits ein minimaler Fehler in der
Losung kann dazu fithren, dass sich die beiden Wirbel vereinen, anstatt auseinander zu
driften. Das Gebiet, in dem die beiden Wirbel miteinander interagieren, muss deshalb be-
sonders gut aufgelost sein. Sobald die Wirbel den Bereich der gegenseitigen Beeinflussung
verlassen haben und sich voneinander weg bewegen oder sich zu einem Wirbel vereint ha-
ben, darf die Gitterauflosung grober werden. Alle untersuchten Indikatoren fithren dazu,
dass das Gebiet der Interaktion besonders fein aufgelost ist.

Beim zielorientierten Ansatz wird abgeschitzt, wie grof3 die Fehlerbeitréige der einzelnen
Zellen fiir den Fehler im Zielfunktional sind. Diese sind im Gebiet der Interaktion besonders
grof3, da kleine Fehler in diesem Bereich zu vollig anderen Zugbahnen und damit zu groflen
Fehlern in der Endposition fithren kénnen. Da der zielorientierte Fehlerschétzer durch die
Losung des dualen Problems Kenntnis iiber die Sensitivtit des Fehlers des Zielfunktionals
von lokalen Fehlerquellen hat, detektiert er also automatisch das richtige Gebiet. Anders
als die physikalischen Kriterien und die residualen Fehlerschéitzer wird hier neben dem
Gebiet der Interaktion auch das Gebiet um die Endposition verfeinert.

Energie- und Vorticity-Indikator verfeinern das Gebiet der Interaktion ebenfalls, allerdings
ohne den eigentlichen Grund zu kennen. Im Laufe der Simulation verliert der Wirbel an
Intensitét, die Indikatorwerte werden im Laufe der Zugbahn dementsprechend abnehmen.
Das hat zur Folge, dass die Gitterauflosung zu Beginn der Zugbahn besonders fein wird,
mit zunehmender Zugbahn nimmt die Gitterauflésung ab. Im hier betrachteten Szenario
entspricht der Bereich um die Startposition genau dem Bereich, in dem die Interaktion
stattfindet, das Gebiet um die Endposition wird jedoch nicht verfeinert. Fiir diese An-
wendung fiihrt die Gitter-Adaption anhand der physikalischen Indikatoren zu sehr guten
Ergebnissen. Diese sind allerdings mit Vorsicht zu betrachten: Denkbar wére zum Beispiel
ein Szenario, bei dem die beiden Wirbel bereits mehrere hundert Kilometer zuriick gelegt
haben, bevor sie miteinander interagieren. Wird das Gitter nun wieder iiber die Energie
oder die Vorticity verfeinert, wird das Gebiet um die Startposition feiner aufgelost sein
als der Bereich der Interaktion. Nur in dem hier betrachteten Szenario ist das Gebiet der
stiarksten Vorticity- und Energie-Indikatorwerte gleichzeitig auch das Gebiet, in dem die
groften Fehlerbeitrige fiir den Fehler im Zielfunktional entstehen.

Dass die physikalischen Ergebnisse hier zu sehr guten Ergebnissen kommen, ist der Wahl
von (3 zu verdanken. Die Indikatoren selbst kennen ausschliellich die diskrete Losung des
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momentanen Zeitpunktes. Anhand dieser Information lasst sich aber weder abschétzen,
wie gut die diskrete Losung das physikalische Problem tatséchlich erfiillt, noch wie sich
ein daraus resultierender Fehler langfristig entwickeln wird. Durch die Wahl von 3 ldsst
sich die Gitter-Adaption allerdings so steuern, dass Fehler, die einen langfristigen Effekt
auf die Simulation hétten, rechtzeitig verhindert werden.

Im Gegensatz zu physikalischen Kriterien verfiigen die beiden a posteriori Fehlerschétzer in
Form des Residuums auch Information dariiber, wie gut das physikalische Problem erfiillt
wird. Dieser Fehler kann nur zum momentanen Zeitpunkt bestimmt werden, der Indikator
hat folglich ebenfalls wieder keine Kenntniss dariiber, wie sich der Fehler im Laufe der
Simulation weiter entwickeln wird. Stattdessen werden alle Zellen verfeinert, auf denen
im Laufe der Zeit lokal grofle Fehlerbeitrige entstehen. Gegeniiber den physikalischen
Kriterien haben a posteriori Kriterien den bedeutenden Nachteil, dass die Gitter-Adaption
nicht durch einen zusétzlichen Parameter steuerbar ist. In dem hier betrachteten Beispiel
hatte dies langfristige Folgen, die zu einer deutlichen Verschlechterung der Losung gefiihrt
haben.

Abbildung zeigt erneut den Fehler in der Sturmposition nach 96h. Als Indikato-
ren dienen der Vorticity-Indikator mit einer ungeeignete Wahl von 5 = 2, der Vorticity-
Indikator mit der optimalen Wahl von 8 = 16 und der a posteriori Fehlerschétzer fiir
die Navier-Stokes-Gleichungen. Bei einer ungeeigneten Wahl von 3 werden langfristige
Fehlerbeitrige nicht mehr ausreichend geddmpft. Der Fehler in der Endposition fiir den
Vorticity-Indikator ist dann sogar grofler als beim a posteriori Fehlerschétzer fiir die Navier-
Stokes-Gleichungen.

Indikator
e~ — e A posteriori Navier-Stokes
e . - o Vorticity, beta = 2

E 1000 [ W= - e—e \orticity, beta = 16
X N m—a Dual-Weighted Residual
5 "\\ m—a Uniformer Referenzlauf
2 .
g 100} |
o
E
2
n
S 10} |
v
<
[
L

1 i Il Il Il Il ]

10000 20000 40000 80000
DOFs

Abbildung 9.13: Fehler in der Sturmposition nach 96h. Die Wahl von § = 2 fiir den
Vorticity-Indikator erweist sich als ungeeignet.
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Das Ziel der Arbeit war die Untersuchung, inwiefern sich adaptive Methoden zur akkura-
ten und frithzeitigen Vorhersage der Zugbahn tropischer Wirbelstiirme eignen. Der Einsatz
adaptiver Methoden strebte eine Maximierung der Effizienz des diskreten Rechengitters
an, wobei die Effizienz definiert war durch die Qualitéit der Losung und den damit verbun-
denen Kosten. Zur Abschitzung der Qualitit wurde in Kapitel |7| zunéchst anhand eines
Minimalbeispiels geklédrt, ob adaptierte Gitter einen Einfluss auf die korrekte Darstellung
der Physik des betrachteten Problems haben. Ein idealisierter Wirbel bewegte sich auf ei-
nem Gebiet, dessen rdumliche Auflésung in einen Bereich feiner und einen Bereich grober
Auflésung unterteilt war. Fiir unterschiedliche Einfallswinkel des Wirbels auf die Auflo-
sungsgrenze wurde analysiert, ob eine Anderung der Intensitit oder der Zugbahn stattfand.
Die Simulationen erfolgten mit einem stetigen und einem unstetigen Galerkin-Verfahren,
beide Verfahren fithrten zu sehr dhnlichen Ergebnissen. Der Ubergang zwischen den unter-
schiedlich aufgelosten Gittern verursachte keinen zusétzlichen Energieverlust, der Verlust
in den einzelnen Gebieten entsprach dem auf einem uniformen Gitter der jeweiligen Git-
terauflosung. Geringe Auswirkungen waren auf die Zugbahn eines Wirbels festzustellen,
in allen betrachteten Fillen war die resultierende Auslenkung klein im Vergleich mit der
Gitterweite.

Im Fokus des zweiten Teils der Arbeit, Kapitel [§ und [9, standen die Fragen, durch wel-
che Kriterien die Gitter-Adaption gesteuert werden soll, welche Kosten damit verbunden
sind und welcher Vorteil durch die Adaption entsteht. Zur Steuerung der Gitter-Adaption
dienten Indikatoren, die sich aus physikalischen oder mathematischen Figenschaften des be-
trachteten Problems ableiten lielen. Indikatoren auf Basis der Vorticity und der kinetischen
Energie des Problems wurden reprisentativ fiir den Typ des physikalischen Kriteriums ge-
wahlt, als mathematisch motivierte Kriterien kamen residuale a posteriori Fehlerschétzer
fir das Poisson-Problem und die Navier-Stokes-Gleichungen zum Einsatz. Eine Verbin-
dung zwischen physikalischer und mathematischer Motivation stellte ein Indikator geméf3
des Dual Weighted Residual Ansatzes nach Becker und Rannacher dar, bei dem die
Gitter-Adaption auf eine Optimierung im Hinblick auf die Endposition des Wirbels ab-
zielte. Als Benchmark-Problem fiir den Einsatz der unterschiedlichen Adaptions-Kriterien
diente die gegenseitige Beeinflussung zweier tropischer Wirbelstiirme, deren Interaktion un-
ter anderem abhéngig von der raumlichen Gitterauflosung war. In Abschnitt wurden
die Indikatoren im Hinblick auf die erforderlichen Kosten verglichen. Sowohl den héchsten
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Rechenaufwand, als auch den grofiten Speicherbedarf hat der zielorientierte Fehlerschéitzer,
physikalisch motivierte Ansétze und Ansétze auf Basis von a posteriori Fehlerschitzern er-
fordern beide einen verhéltnisméfig geringen zusétzlichen Rechenaufwand. Ein Nachteil
physikalischer Kriterien war, dass vorab ein optimaler Koeffizient 5 zur Charakterisierung
des optimalen Gitters zu ermitteln war. Dieser musste experimentell bestimmt werden,
woraus sich ein zusétzlicher, zu beriicksichtigender Rechenaufwand ergab. Ein Vorteil des
zielorientierten Fehlerschétzers lag darin, sich auf die Zugbahn einer der beiden Stiirme zu
konzentrieren, was zu einer zusétzlichen Steigerung der Effizienz des Gitters fithrte. Die
Qualitat der Losung war fiir das hier betrachtete Szenario fiir alle untersuchten Adaptions-
Indikatoren gut, was in Abschnitt gezeigt wurde. Die genauesten Ergebnisse wurden
mit dem zielorientierten Ansatz erreicht, je nach Problemgrofie konnten insbesondere auch
physikalisch motivierte Anséitze sehr gute Indikatoren liefern, um den Fehler in der End-
position der Stiirme zu minimieren. Die Effizienz der adaptierten Gitter war fiir Problem-
groflen unter 10000 Zellen fiir alle Kriterien grofier als die eines uniformen Gitters. Bei
groferen Problemgrofien lag die Effizienz bei den residualen Fehlerschétzern darunter.

Im praktischen Einsatz adaptiver Verfahren fiir die Vorhersage der Zugbahn von Wirbel-
stlirmen wird das zielorientierte Verfahren zuverldssig zu einer Steigerung der Effizienz
fithren koénnen. Von Vorteil ist hierbei, dass das Gitter durch die Flexibilitéit in der Wahl
des Zielfunktionals problemspezifisch optimiert werden kann. Ein entscheidender Nach-
teil dieses Ansatzes besteht in dem enormen zusitzlich erforderlichen Rechenaufwand.
Bei der Vorhersage der Zugbahn eines Sturmes ist die Rechenzeit aber ein fundamentaler
Aspekt — eine Frithwarnung verfehlt ihren Zweck, wenn sie zu spét kommt. Auf Basis von
Beobachtungs- und Fernerkundungsdaten soll also in moglichst kurzer Zeit eine moglichst
genaue Vorhersage gemacht werden. Durch die Entwicklung immer schnellerer Supercom-
puter und effizienterer Algorithmen ist denkbar, dass dieser Nachteil zukiinftig jedoch
verschwindend klein sein kénnte.

Im Bezug auf die erforderliche Rechenleistung innerhalb eines Adaptions-Zyklus sind phy-
sikalische Kriterien und a posteriori Fehlerschétzer im Vorteil. Dass die hier betrachteten
a posteriori Fehlerschétzer und die physikalischen Kriterien — unter geeigneter Wahl von
— fiir das hier simulierte Problem zu vergleichbar guten Resultaten fithren wie der zielori-
entierte Ansatz, wurde gezeigt. Diese Ergebnisse sind zunéichst allerdings unter Vorbehalt
und nur fiir das hier betrachtete Problem giiltig. Zu priifen ist, ob diese in realistischeren
Simulationen, beispielsweise unter Vorhandensein einer Front oder weiterer Wirbel oder im
dreidimensionalen Fall, ebenfalls zuverlédssig zu effizienteren Gittern fiihren. Hierzu kénnen
moglicherweise noch entsprechende Erweiterungen des Ansatzes notwendig werden.

Fiir physikalische Kriterien kam in dieser Arbeit ein zuséatzlicher Aufwand durch die Wahl
eines geeigneten Koeffizienten 5 hinzu. Dieser Zusatzaufwand wiirde jedoch entfallen, sollte
sich herausstellen, dass die Koeffizienten generisch sind. Denkbar ist, dass sich ein Zusam-
menhang zwischen dem optimalen Parameter 5 und der Problemgrofie bzw. der Anwen-
dung finden ldsst. Um diesen Sachverhalt zu untersuchen, kénnte die Parameter-Studie
in weiter ausgedehnt werden. Ahnlich wie beim Dual Weighted Residual Ansatz lie-
e sich dann auch ein zielorientierter Adaptions-Algorithmus ableiten, der das Gitter auf
Basis physikalischer Kriterien selbststéindig so adaptiert, dass eine an das Gitter gestellte
Anforderung optimal erfiillt wird. Gegeniiber dem Dual Weighted Residual Ansatz ent-
fiele hier das aufwendige Losen des dualen Problems. Mit Hilfe eines solchen neuartigen,
zielorientierten Adaptions-Algorithmus kénnte dann eine weitere Steigerung der Effizienz
erzielt werden.
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